Equazioni Differenziali

Equazioni differenziali ordinarie del primo ordine

DEFINIZIONE  Dicesi equazione differenziale ordinaria del primo ordine una
equazione nella quale figura come incognita una funzione y(x) della sola variabile x e che
stabilisca un legame fra la variabile x , la funzione y(x) e la derivata y’(x) di questa funzione .
La forma generale dell’equazione differenziale del primo ordine ¢ la seguente :
F(x,y,y')=0 [1]

dove F & una funzione delle variabili x, y(x), y’(x) pensate indipendenti tra loro e definite in un
insieme aperto A — R®. Nell’equazione [1] possono non comparire la X, la y 0 entrambe, ma la
y'(x) deve essere sempre presente.
Se I’equazione [1] ¢ risolta rispetto alla variabile y’(x) , assume il seguente aspetto:

y =1(xy) [2]
e diciamo che I’equazione differenziale del primo ordine ¢ scritta in forma normale o in forma
canonica. Ogni funzione y = y(x) che sostituita, assieme alla sua derivata prima, nella data
equazione differenziale trasforma I’equazione in una identita F[x,y(x),y’(x)] = 0 rappresenta

una soluzione o un integrale dell’equazione differenziale [1] ed il suo grafico si chiama
curva integrale.

Risolvere o integrare ’equazione differenziale [1] significa trovare tutte le sue soluzioni.

L’equazione differenziale y'= f(X,y) possiede infinite soluzioni y(x) che, di solito, sono
espresse dalla formula y = y(x,C) contenente una costante arbitraria C. Cosi una famiglia di

soluzioni y = y(x,C) e chiamata soluzione generale o integrale generale

dell’equazione differenziale [1].
Attribuendo alla costante C valori particolari otteniamo le soluzioni particolari o

integrali particolari dell’equazione differenziale [1].
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Teorema di Cauchy

Sia f(x,y) una funzione di due variabili x , y definita in un certo insieme aperto D < R* del

piano xy ed ivi continua assieme alla derivata parziale rispetto ad y ( f,) . Sotto queste ipotesi , se

(Xo,yo) ¢ un punto qualsiasi dell’insieme D , 1’equazione differenziale |y’ = f(x,y) ammette

una ed una sola soluzione y = y(x) definita in un opportuno intorno

1(x,) = Ja,b[ = Ix,—h,x,+h[ del punto x, soddisfacente la condizione:

y(xo) = yO [3]

| numeri x, ed y, sono detti valori iniziali per la soluzione y = y(x) e la condizione [3] &

detta condizione iniziale per questa soluzione.
Il problema di determinare la soluzione y = y(x) soddisfacente la condizione iniziale [3] dicesi

problema di Cauchy .
OSSERVAZIONE

Abbiamo visto che le soluzioni dell’equazione differenziale |y’ = f(X,y)| si possono esprimere

mediante una famiglia di funzioni y(x,c) dipendenti da un parametro reale C . Abbiamo detto

anche che la funzione y(x,c) ¢ I'integrale generale dell’equazione differenziale [2] .

Fissato il punto (X,,Y,) € D = R? , se esistono un intorno 1(x,) = Ja,b[ = 1x,—h,x, +h[ del punto

X, ed una funzione y :Ja,b[ — R derivabile, tali che:

e Vxelabl = (x,y(x)) D o y(x) = f(x,y(x)) ¥ x elabl

e y(X,) =Y, (condizione iniziale)

diremo che la funzione y(x) é una soluzione (locale) del problema di Cauchy:
y = f(xy) ¥(x) =Y,

Nella pratica , per trovare una soluzione locale del problema di Cauchy si procede come segue :

1) si calcola 1°integrale generale y(x,c) dell’equazione differenziale [2]
2) si determina C in modo che si abbia y(xO ,C) =Y, . Supponiamo di trovare per C il valore C,
3) la soluzione locale del problema di Cauchy é: y(x) = y(x,C,)

L’intorno I(xo) = Ja,b[ = ]x,—h,x,+h[ non & , in generale , un dato del problema , ma una

incognita che viene trovata a posteriore , cio¢ dopo avere risolto 1’equazione differenziale .
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Quando, invece, ¢ possibile fissare a priori ( cio¢ prima della risoluzione dell’equazione

differenziale ) I’intervallo I(XO) = la,b[ = Ix,—h,x,+h[ , si dice che il problema di

Cauchy ¢ risolubile globalmente in 1(x,) = Ja,b[ = Ix,—h,x,+h[ .

Interpretazione geometrica del teorema di Cauchy
La soluzione y = y(x) soddisfacente la condizione [3] , la cui condizione & garantita dal teorema

di Cauchy , rappresenta geometricamente una curva integrale passante per il punto
P(%o:Yo) -

TEOREMA
<< Per ogni punto PO(XO, yo) di D passa una ed una sola curva integrale dell’equazione [2] >>

Dal teorema enunciato segue che 1’equazione differenziale [2] ammette infinite curve integrali, tali

che per ogni dato punto di D, ne passi una sola.

Si osservi che il teorema di Cauchy garantisce ’esistenza e 'unicita della soluzione y(X,CO)
soltanto in un conveniente intorno 1(x,) del punto iniziale x,.

Si dimostra che la curva integrale passante , ad esempio , per il punto F{)(xo,yo) si prolunga

fino ad incontrare la frontiera dell’insieme D, il quale & , pertanto attraversato da curve integrali che

non si incontrano , in quanto per ogni punto di D ne passa una soltanto .

DEFINIZIONE. Si chiama integrale generale o soluzione generale
dell’equazione differenziale y' = f(x,y) unafunzione |y=y(X,C) [4] della variabile x e di

una costante arbitraria C, soddisfacente le sequenti condizioni :

1) verifica ’equazione differenziale , qualunque sia il valore numerico attribuito alla costante C

2) se P(x,.Y,) ¢ un qualunque punto dell’insieme D , & possibile (in un solo modo ) determinare

un valore C, per cui risulti : Y(%,.Cy) = Y,

A volte , puo capitare che I’integrale generale dell’equazione [2] sia calcolato sotto forma implicita

mediante una relazione del tipo: y(x,y,C) =0

DEFINIZIONE: Si chiama integrale particolare o soluzione particolare
dell’equazione differenziale [2] , ogni funzione y(x) = y(X,CO) [5] dedotta dalla soluzione
generale y(x) = y(x,C), sostituendo in quest’ultima funzione il generico valore della costante C
col valore particolare ottenuto C, in corrispondenza ad un prefissato punto iniziale F{,(xo,yo) di D.

3



Equazioni Differenziali

Integrali singolari o di frontiera per I'equazione differenziale y' = f(x,y)

Nelle ipotesi del teorema di Cauchy , comunque si fissi un punto Po(xo,yo) dell’insieme aperto D ,
e quindi interno a D , esiste uno ed un solo integrale dell’equazione differenziale [2] soddisfacente
la condizione iniziale [3] . Supponiamo di scegliere il punto F;(xo,yo) sulla frontiera di D e di

cercare ancora un integrale dell’equazione [2] soddisfacente alla [3] . In questo caso il teorema di

Cauchy non é piu applicabile in quanto esso e valido solo per punti interni del dominio della
funzione f(x,y) . Tuttavia , supposta f continua in D e sulla frontiera di D , puo darsi che esistano

ugualmente una o piu curve integrali soddisfacenti alla condizione [3] .

Si possono presentare due casi:

Primo caso La curva integrale passante per il punto P,(x,,y,) ha punti interni a D , La
funzione y(x) = y(x,C,) rappresenta un integrale particolare dell’equazione differenziale

[2] , in quanto esso si ottiene dall’integrale generale y(x,c) per un valore particolare di C

Secondo caso : La curva integrale giace interamente sulla frontiera dell’insieme D . In questo
caso I’integrale trovato rappresenta un integrale singolare dell’equazione differenziale [2] in
quanto esso non potra mai essere ricavato dall’integrale generale mediante la sostituzione della

costante C con un suo valore particolare ( e nemmeno per C — o ).
DEFINIZIONE : Si chiama integrale singolare o integrale di frontiera dell’equazione

differenziale [2] ogni eventuale integrale la cui corrispondente curva integrale risulta tracciata
interamente sulla frontiera dell’insieme D .

Un integrale singolare e un integrale particolare che non puo

essere dedotto dall’integrale generale attribuendo alla costante C : %

un valore particolare. l Integrale parficolare
Concludendo possiamo affermare che 1 ¢ integrale singolare PO)(\ \

di una equazione differenziale del primo ordine y’ = f(x,y) @ / S
una funzione y(x) il cui grafico coincide con la frontiera del lmegra|ew/
dominio della funzione f(x,y) o con unasua parte . Fo
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Equazioni differenziali a variabili separate

Una equazione differenziale del primo ordine si dice a variabili separate, in un certo insieme
D, quando puo essere scritta nella seguente forma: ~ A(x)-dx+B(y)-dy=0 [6]

cioé quando il coefficiente del differenziale d x & una funzione della sola x ed il coefficiente del
differenziale d y é una funzione della solay.

La [6] puo essere scritta anche nella seguente maniera: ~ B(y)- y'(x)+A(x)=0 [7]

L‘integrale generale dell’equazione differenziale a variabili separate si ottiene integrando

ambo i membri della [6] . Otteniamo: j A(x)-dx+J' B(y)-dy=C [8]
3y2dy=2xdx [ 3y*dy = | 2xdx y'=x*+C y=3x*+C
<<Risolvere il seguente problema di Cauchy: a dx  y(0) =2 >>

y

Id_y _ j 3x%dx  Injy| =x* + In|C| In
y

l‘ =X ‘1‘ — e’  y=#C.e=h.e"
C C

(se C eR alloraanche h = +C appartieneadR). y(0) =2 = 2 =nh
Abbiamo cosi risolto il problema di Cauchy proposto ottenendo il seguente integrale particolare :

y = 2.¢“ che poteva essere ricavato anche utilizzando i seguenti integrali definiti:

jyd—y = jx3x2dx Iny — In2 = x*! InY = x y =2-¢"
2 y 0 2

Equazioni differenziali a variabili separabili

Spesso avremo a che fare con equazioni differenziali del primo ordine in cui le variabili non sono
inizialmente separate ma lo possono essere mediante semplici operazioni algebriche .

Una equazione del primo ordine si dice a variabili separabili quando pu0 essere scritta nella
seguente forma canonica : A(x)-M(y)-dx+B(x)- N(y)-dy=0 [9]

cioé quando i coefficienti dei differenziali d x e dy sono entrambi i prodotti di una funzione della
sola x per una funzione della sola y , non escludendo che il coefficiente del differenziale d x possa

essere funzione della sola x e quello del differenziale d y possa essere funzione della solay.

! Nell’equazione trovata non compare il valore assoluto nell’argomento del logaritmo in quanto la y & maggiore di 2
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Una equazione differenziale del primo ordine a variabili separabili puo presentarsi anche nella
seguente forma: A(x)-M(y)+B(x)- N(y)- y'(x)=0 [10]

AX)
B(y)

L’equazione [9] diventa una equazione differenziale a variabili separate se dividiamo ambo i

0 in una delle due seguenti forme :  y’(x) = A(x)-B(y) oppure  y'(x) = [11]

membri per il prodotto  M(y)- B(x) , ricordando che la divisione & lecita in un insieme D dove né

A(X)-dx+ N(y)-dy:O [12]

B(x) — M(y)

Poi si procede come nel caso precedente delle equazioni a variabili separate .

M(y) né B(x) si annullano. Dopo la divisione otteniamo:

Se abbiamo B(a) = 0 oppure M(B) = 0 allora le equazioni x = & , y = S possono essere

sia integrali particolari che integrali singolari . Si dovra decidere caso per caso .

Saranno integrali particolari se tali equazioni potranno essere dedotte dall’integrale generale

assegnando alla costante C valori particolari ( al limite anche il valore infinito ) .
X(y+L)dx—(x2+L)ydy=0

Separando le variabili possiamo scrivere 1’equazione proposta nella forma:

X y
dx - — dy =0
N Rt y+1y

1 1
s = A (G Y | CRp 1

%In(xz+1):y—ln|y+1|+ln|C| In1/x2+1=y—lny+1
2
y =In v+ 1)C X +1 C-¢’ =(y + 1)-yx* + 1 (integrale generale) °*

y = =1 ¢ un integrale particolare per I’equazione proposta in quanto esso pud essere

dedotto dall’integrale generale quando alla costante C attribuiamo il valore zero.
C=0 = y+1=0=y=-1
1

y'(x)=y? g—izy2 %dy:dx J'%dy:_[dx+c —%:x+C y=

2 In questo caso l'integrale generale non pud essere espresso in forma esplicita
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<< Risolvere la seguente equazione differenziale a variabili separabili : ydx — xdy = 0 >>
Loy = Zax [Zay = [Zax In[y| = In|x| + In[C| In]y| = In|cx] |y]| = |cx]
y X y X

y = £Cx
Ma C & una costante reale relativa e quindi e lecito porre: +C = h y=hx ¢ 1 ° integrale

generale dell’equazione differenziale proposta .

Questa equazione differenziale non ammette integrale singolare in quanto il dominio
dell‘equazione ¢ R?, cioé¢ I’intero piano Xy , la cui frontiera & la retta impropria , cioé
I’insieme dei punto impropri del piano Xy .

<< Risolvere il seguente problema di Cauchy ydx — xdy =0 y(1) = 3 >>

y1)=3 = 3=h1 = h=3 La curva integrale passante per il punto P(1,3) ha
equazione : y = 3x . Si puo procedere anche nella seguente maniera :

3

Iidy:_[ldx Iny —In3=1Inx —Inl Iny =In3x y = 3X
y X

Integrale generale , integrale particolare , integrale singolare
Le equazioni differenziali a variabili separabili possono essere sempre ricondotte alla seguente
forma canonica o normale: y'(x)=A(x)-B(y) [11] ed ammettono come integrale generale
. 1
la seguente soluzione : [13] ——dy=| A(x)dx+K
Vet
Dopo avere calcolato | ¢ integrale generale bisogna risolvere I’equazione B(y) = 0 e vedere se
essa ammette soluzioni. Se « e una di queste, cioé se B(a) = 0 allora I’equazione y = « € una

soluzione dell’equazione proposta in quanto risulta y’(x) = 0 edanche 0 = A(a)-O ,0=0

Bisogna poi stabilire solo se y = « rappresenta un integrale particolare o un integrale singolare .
y’(x):y—_1 In|]y — 1| = In|x| + In|K| |y = 1] = |Kx| y —1=xKx ponendo C = +K
X

otteniamo I’integrale generale: y=1+Cx B(y) =0 = y =1 Iintegrale particolare in puo

essere ricavato dall’integrale generale per C = 0

®Essendo x > 1 ed y > 3 I’argomento di ciascun logaritmo ¢ sicuramente positivo e quindi non occorre il valore assoluto
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y'(x)=y* come abbiamo visto in precedenza il suo integrale generale & y= s [*]
X+
oppure y= h [**] se poniamo C = h
kx+h k

B(y) = 0 = y = 0 che si ottiene dall’integrale generale [*] per C = o o dall’integrale generale

[**] per k = 0. Si tratta pertanto di un integrale particolare .

dy = _[ dx + C y=sin(x+C)

y’(x)=\/1—7 _[ —,1i—y2

Le soluzioni dell’equazione B(y) = 0 sono y = +1 e non rientrano , nemmeno come caso limite ,

nella famiglia delle sinusoidi sopra scritta . Questa volta siamo in presenza di due integrali

singolari

Il dominio dell’equazione differenziale proposta si ottiene risolvendo la seguente inequazione :
1-y*>0 per —-1<vy<+1 Il dominio richiesto & la parte di piano interna alla striscia

individuata dalle rette y = +1 , rette che rappresentano la frontiera del dominio .

CONCLUSIONE

Nei primi due esempi le soluzioni dell’equazione B(y)=0 danno luogo ad integrali
particolari , nel terzo esempio le soluzioni dell’equazione B(y)=0 rappresentano integrali

singolari ed esprimono la frontiera dell’insieme di esistenza (dominio) dell’equazione

differenziale proposta .
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Equazione lineare del primo ordine omogenea

E’ una equazione differenziale riconducibile alla seguente forma canonica:
y'(x}+a(x) y(x)=0 [14]

Si tratta di una equazione omogenea a variabili separabili che sappiamo integrare .

@ _ —a(x)-y,%dy = —a(x)-dx , I %dy = —I a(x)-dx + k=Inh , Iny — Inh = —_[ a(x)-dx

In% = —j a(x)-dx , Yo glalgeey gt y'(x)=h-e7*" [15]

y*(x) ¢ 1 integrale generale dell’equazione differenziale [14] .

=(j (sz +1)~dx _ 2y

y’(x)+(2x2+1)y=0 y'(X) = h-e
I %dy = —_[ (2x2 + 1)dx = In y—Inh=—§x3—x y =h-e3

y = 0 si ottiene per h = 0 e quindi rappresenta un integrale particolare.
Equazione lineare del primo ordine completa

Una equazione differenziale si dice lineare del primo ordine completa quando é riconducibile alla
seguente forma canonica: y'(x)+a(x)- y(x)=f (x) [16]

dove a(x) ed f(x) sono funzioni continue in un opportuno intervallo prefissato . La funzione y(x)
¢ lincognita dell’equazione differenziale. L‘integrale generale y(x) dell’equazione
differenziale [16] ¢ dato dalla somma dell‘integrale generale y'(x) dell’equazione
omogenea associata e di un integrale particolare yp(x) dell’equazione differenziale completa .
Siccome il calcolo dell’integrale particolare yp(x) non sempre & agevole e preferibile utilizzare ,

per integrare 1’equazione differenziale [16] il metodo della variazione della
costante arbitraria (0o metodo di Lagrange) o il metodo diretto detto anche metodo
della somiglianza o metodo di Cauchy o metodo della forma del termine noto .

Consideriamo 1’equazione omogenea associata:  y'(x)+a(x)- y(x)=0 [14]

il cui integrale generale &: y'(x) =h-e 20 [15]
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Vediamo adesso, se per caso, l’integrale generale dell’equazione differenziale [16] ha come
integrale generale una funzione formalmente identica alla funzione [15] che ¢ I’integrale generale
dell’equazione omogenea associata.

Il tentativo ha esito positivo se sostituiamo la costante arbitraria h con la funzione »(x) da
determinare, vediamo cioé se la funzione  y(x)=p(x)-e7** = »(x)-AXx)  [17]

( ho posto per comodita A(x) = e’ 0%y hud essere considerata I‘integrale generale
dell’equazione differenziale [16] .

La funzione [17] ¢ I‘integrale generale dell’equazione differenziale [16] se essa, assieme alla sua
derivata prima , verifica I’equazione [16] . Ricordando che: A’(X) = —a(x)-A(x) possiamo
scrivere: Y (x)=7'(x)- A(x)+7(x)- A(x)=p"(x)- A(x)+a(x)- A(x)- 7(x)

Sostituendo nella [16] otteniamo: ~ 5/(x)- A(x)—a(x)- A(x)- y(x)+a(x)- A(x)- »(x)=f (x)

Semplificando otteniamo:  »'(x)-A(x) = f(x) , [ 7'(x) = d7(x) ] dr(x) _ f(x)

d x d x A(X)
dy(x) = %dx Integrando ambo i membri otteniamo : j dy(x) = _[ %dx
7(X) = I %-dx Sostituendo nella [17] otteniamo:
—J‘ a(x)dx J‘ a(x)dx
y(x) =e : J e -f(x)-dx + C [18]

La funzione y(x) della formula [18] ¢ I‘integrale generale dell’equazione differenziale [16].

Quindi per calcolare 1‘integrale generale dell’equazione differenziale [16] basta applicare la
formula [18].

Tuttavia, nel caso di risoluzione di una equazione differenziale lineare del primo ordine completa, e
consigliabile non applicare direttamente la formula trovata (anche quando uno la riuscisse a
ricordare) ma effettuare tutti i calcoli fino alla determinazione dell‘integrale generale

richiesto. *

* Le equazioni lineari del primo ordine non ammettono integrali singolari e ’integrale generale riassume in sé tutti gli
integrali dell’equazione
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Osservazione: Trovato l’integrale generale y'(x)=h-e” 9% _ . A(x) dell’equazione

omogenea associata vedo se posso trovare un integrale particolare dell’equazione completa avente
X : : .
la seguente struttura: y(x) = M Per calcolare I’integrale generale dell’equazione lineare del
X
primo ordine completa possiamo procedere in due modi:
. L - _r(x) .
(01) Se la funzione y(x) e priva della costante additiva, allora y(x)="—-,=y_(x) € un

integrale particolare dell’equazione differenziale completa. Per calcolare I’integrale

generale y(x) dell’equazione differenziale completa y'(x)+a(x)- y(x)=f (x) bisogna applicare
la sequente formula: y(x)=y (x)+y,(x).
(2) Se lafunzione y(x,C) contiene la costante additiva, allora 'integrale generale y(x)

dell’equazione differenziale completa basta applicare la seguente formula: y(x)=y(x,C)- A(x)

Problema di Cauchy per le equazioni lineari del primo ordine
Sia x, un punto di un intervallo dove a(x) e f(x) sono continue . Per ogni numero reale x, &

possibile scegliere in maniera univoca la costante C in modo da soddisfare la condizione iniziale
y(xo) =y, . Cio equivale a risolvere il seguente sistema , detto problema di Cauchy:

y'(x) + a(x)-y(x) = f(x)

¥(%) = Y
Sintesi: Per risolvere 1’equazione lineare completa del primo ordine y'(x)+a(x)- y(x)=f(x) si

procede come segue:

01) Si calcola I’integrale generale y*(x)zh-e_j alxjax dell’equazione omogenea associata
y'(x)+a(x)- y(x)=0 che ¢ un’equazione differenziale a variabili separabili

~a(

02) Si sostituisce nell’integrale generale y"(x)=h-e % |a costante h con la funzione incognita

—f a(x)-dx

7(x) e si determina »(x) in modo che la nuova funzione y(x)=y(x)-e sia Iintegrale

generale dell’ equazione lineare completa del primo ordine y'(x)+a(x)- y(x)=f (x)

- a(x)-dx

03) Si calcola la derivata prima y’(x) della funzione y(x)=y(x)-e e sostituiamo nell’equazione

y'(x)+a(x)- y(x)=f(x) i valori di y(x) e di y'(x) , imponendo che I’uguaglianza trovata sia una identita.
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04) Questo ci consente di determinare in maniera univoca il valore della funzione y(x).
Osservazione: Per la risoluzione dell’equazione lineare completa del primo ordine
y'(x)+a(x)- y(x)=f(x) & pit conveniente applicare il metodo della variazione della

costante arbitraria

3 . . .
f(x) = X Scrivo I’equazione omogenea associata:

()4 Ly =@ _1
y(x)+xy_x a(x)_X

, 1 d d dx
X dx X 'y X
Id—y:— ax Iny = —Inx + InC Inxy = InC xy =C y*(x)=9
y X &
y(x):M y':X'y 2_7/ :L—l2 Sostituendo nell’equazione proposta otteniamo:
X X X X

;_X+%=x3 %:xe’ v =x* dy = x"-dx jdy:jx“-dx
vt e Lo _ 7(x©) 1. C
y(x)_.[ X dx_5x +C  y(x) = M y(x)_5x =

Se nella risoluzione dell’integrale y(x)= j x“-dx:%x5+c tralascio la costante C, ottengo un

5

integrale particolare y_(x)= é x° dell’equazione differenziale proposta  Y'(X)+ 1 y =x°.
X

L’integrale generale y(x) di tale equazione ¢ dato dalla somma dell‘integrale
generale y*(x) dell’equazione omogenea associata ¢ di un integrale particolare yp(x)

dell’equazione differenziale completa. y(x)=y"(x)+Y,(x). Nel nostro abbiamo:

cC 1
y(x):;+gx5

che é lo stesso risultato ottenuto in precedenza.

Osservazione: Se la funzione y(x) € priva della costante additiva, allora y(x) =——==y_(x)

e un integrale particolare dell’equazione differenziale completa. Per calcolare I’integrale

generale y(x) dell’equazione differenziale completa y'(x)+a(x)- y(x)=f (x) bisogna applicare
la seguente formula: y(x)=y (x)+y,(x). Se la funzione y(x,C) contiene la costante additiva,
allora 'integrale generale y(x) dell’equazione differenziale completa basta applicare la

seguente formula: y(x)=y(x,C)- A(x)
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Equazione lineare del secondo ordine omogenea a coefficienti costanti

E’ una equazione riconducibile alla seguente forma:
A-e”+B-e” se A A A, radicirealieedistinte
a-y"(xHb-y'(xpc-y(x)=0  y*(x)=1A-e™+Bx-e” =(A+Bx)-e” sed=4=4, [19]
(A-cosgx+B-singx)-e™ se A=p=qi
con a, b, ¢ costanti numeriche reali. Per trovare I’ integrale generale dell’equazione [19] basta

trovare due integrali particolari linearmente indipendenti. La natura dell’equazione proposta ci
suggerisce la ricerca tra le funzioni del tipo y(x) = e™ con A costante reale.

Infatti, funzioni di questo tipo hanno derivate prime e seconde che assomigliano alla funzione di

partenza e che, quindi, moltiplicate per opportuni numeri a, b, ¢ possono dare una funzione

identicamente nulla. Pertanto se y(x) = e’ @ una soluzione dell’equazione [19], derivando due
volte abbiamo: y'(x) = A-e* y'(x) = A%-e™
Sostituendo nell’equazione differenziale [19] otteniamo:
a-A2-e” +b-a-e™ +c-e” =0 cioe: e”-(a-A*+b-1+¢)=0
e 20VxeR = a-A*+b-A+c=0 [20]

L’equazione in A cosi ottenuta dicesi equazione caratteristica dell’equazione

differenziale lineare del secondo ordine omogenea.

Le radici 4, 4, dell’equazione [20] possono essere reali e distinte, reali e coincidenti,

complesse e coniugate aseconda che il discriminante A = b* — 4ac sia rispettivamente

positivo, nullo, negativo.  Si possono presentare tre casi:

PRIMO CASO: Le radici 4, A, dell’equazione [20] sono reali e distinte.

L’equazione [19] ha come integrali particolari le funzioni: y,(X)=e* |y,(X)=e*"

che sono fra loro linearmente indipendenti. L‘integrale generale dell’equazione
differenziale [19] é: y (X)=c e +c,-e” [21]

Determinare la funzione y(x) che soddisfa 1’equazione differenziale e le condizioni iniziali
costituisce il cosiddetto problema di Cauchy.
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y'—y'—2y=0 A*—21-2=0 A=-1 a,=2 y'(x)=c, - +c, -e**

Se le condizioni iniziali sono y(0) =2 , y(0) = -5 allora la corrispondente soluzione

_ o _ ) - y(x) = c,-e™ + c,-e*
particolare (I.P.) si ricava imponendo le seguenti condizioni: ,
y'(x) = —c,-e™ + 2c,-e*
0) =2 c,+ ¢ = 2 =
10) =N ' ? - |4 L‘integrale particolare associato
y'(0) = -5 -C, + 2¢, = =5 c, = —

alle condizioni iniziali y(0) = 2, y'(0) = -5 &y, (x)=3-e*—*

SECONDO CASO: Le radici 4, A, dell’equazione [20] sono reali e coincidenti.

b X x
(21=27=/1=—2—a) yi(x) =e* ,  y,(x)=x-e
Lintegrale generale della[19] & y'(X) = c,-e™ + c,-x-e™ =(c, + ¢,-X)-e® [22]

y'—6y'+9y=0 A°-61+9=0 A4 =4=1=3 Yy (x)=(c+c, x)-e*

TERZO CASO: Leradici 4, =p—q-i e 4, = p+q-i sono complesse e coniugate.

e quindi I' integrale generale dell'equazione omogenea [1] é:

y*(X) = Cl e COSOgX + C2 -e™sin gx = (Cl -COSQX + C2 ‘SinQX)-er [23]

In quanto due integrali particolari fra loro linearmente indipendenti ci
vengono forniti dalle due seguenti funzioni: y, = e™-cosgx y, = eP™.singx
y'—4y'+13y=0 AP —44+13=0 A=2-31 A4, =2+3i

y (x) =e*-(C,-cos3x + C, -sin3x)
Equazione lineare del secondo ordine completa a coefficienti costanti

E’ una equazione riconducibile alla seguente forma: ~ a-y"(x)+b- y'(xHc-y(x)=f(x)  [24]

con a, b, ¢ costanti numeriche reali. Per ipotesi sono note le tre costanti a, b ,c e la funzione f(x).
<<L‘integrale generale y(x) dell’equazione completa si ottiene aggiungendo all’
integrale generale y’'(x) dell’equazione omogenea associata un integrale particolare
y,(X) dell’equazione completa>>.
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L‘integrale particolare y, (x) lo possiamo calcolare:
01) applicando il metodo di Lagrange o della variazione delle costanti arbitrarie
02) oppure tenendo presente la particolare struttura della funzione f(x) (metodo di

Cauchy o della forma del termine noto o dei coefficienti indeterminati).

Metodo di Lagrange
Per applicare questo metodo dobbiamo conoscere 1‘integrale generale della corrispondente

equazione omogenea. || metodo di Lagrange ¢ applicabile sia se a,b,c sono costanti sia
se sono delle funzioni della x.

Nella pratica perd questo metodo ¢ conveniente solo quando 1’equazione omogenea associata ¢ a
coefficienti costanti, in quanto in questo caso sappiamo calcolare I‘integrale generale.

Trovati gli integrali particolari y,(x) ed y,(x) dell’equazione omogenea associata

possiamo scrivere il suo integrale generale nella seguente maniera:  y"(x)=c, - y, (X )+, - y,(x)

5

Poi cercheremo di trovare un integrale particolare dell’equazione [24] avente la seguente struttura:
Yo(%) = 7109%(9) + 72(x)y(x) [25]

dove 7,(x) e y,(x) sono due funzioni delle x da determinare imponendo che la funzione y(x) sia

soluzione dell’equazione differenziale [24] ed Yy;(x) ed y,(x) sono due integrali particolari

linearmente indipendenti dell’equazione omogenea associata a-y”(x) + b-y’(x) + C-y(x) =0.

V(%) 73(%) + ¥o(x)-75(x) = 0
Vi(x)-73(x) + y3(%)-75(x) = (x)

7/(x) e 75(x) e, successivamente , attraverso altre due integrazioni , determiniamo le funzioni

Risolvendo il sistema : { ci troviamo prima le funzioni

71(X) e ¥,(x) .
Lintegrale generale dell’equazione differenziale [24] risulta uguale a: y(x) = y,(x)+y(x)
y'+y=1tgx y"+y=0 o’ +1=0 a==i y(X)=c-cosX + c,-sinx

Yi(X) = cosx  y,(X) = sinx y,(x)=p,(x)- cosx+y,(x)-sinx

® yl(x) ed yz(x) debbono essere linearmente indipendenti , cioé tali che:

C.C,#0 e C-Yy(X) + C-y,(x) =0
15
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(cosx)-i(x) + (sinx)-y5(x) = 0

Il sistema da risol e
sistema da risolvere e {(—sin X)-74(x) + (cosx)-y4(X) = tgx

: 0 s .
W(x) = COSX TSI o x + sintx = 1 W(x) = ‘ oInx ‘ - X
—sinx  cosx tgx Ccosx COSX
oy Wi(x)  sin®x | cosx 0| oy W(x)
i) = W(x)  cosx Wa(x) = _sinx tgx | o ) = W(x) oInx
, sin®x sin®x
[ 7(ax=—] —_ n(x) = o I(cosx—@jdx_smx Intg(4 2j+k1

I 75 (x)dx = '[ sinx-dx  7,(x j sinx-dx =—cosx+k, dove k; e k, sono due costanti arbitrarie .
yo(X) = [sinx = Intg(% 4+ gﬂ-cosx — sinx-cosx
y(x) = y(x) + ¥ (x) = {sinx - Intg(% + %ﬂ-cosx — SiNX-COSX + C,-COSX + C,-SinX

y(x) = —(cosx)- Intg(%+§j+cl -COSX+C, - SiNX

Dimostrazione: Noi dobbiamo determinare due funzioni y,(x) e »,(x) che debbono

verificare 1’equazione [24] . Questo ci da una relazione tra le due funzioni incognite yl(x) e 7’2(X) .

Ma , in generale, per determinare due quantita incognite noi dobbiamo avere due relazioni. La

seconda relazione la possiamo introdurre arbitrariamente. Derivando 1’uguaglianza [25] otteniamo:
Y =Y+ YoV + Vvt YoV

Puo essere molto conveniente di imporre come seconda relazione tra yl(x) e ;/z(x) la condizione
che [D’espressione della y’(x) sia formalmente identica all’espressione dell’integrale particolare
y,(X) , cioé alla [25] . Questo obiettivo ci impone di porre: Y-+ ¥, 7, =0 [A]
Allora: Y (X)=Yi-%n + Y57, [B] Adesso ci calcoliamo la derivata seconda della funzione
y(x): Y(X)=nn+nw+rnY+rV;
Sostituendo y(x) , y'(x) , y"(x) nella [24] otteniamo:

Ay Y+ Vs + 70 W]+ B v + Vseva] + (V%) + 7o(X)ya(X)] = (%)

yi(ay! + by, + cy,) + v, (ayy + by, +cy,) + a(yi-yy + 75-ys) = f(x)
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Le espressioni presenti all’interno delle parentesi rotonde sono nulle in quanto le funzioni y,(x) ed
¥,(X) sono soluzioni dell’equazione omogenea a-y”(x) + b-y’(x) + c-y(x) = 0 .

Pertanto , perché la funzione y, (x) = y,(X)¥y(X) + 7,(X)y,(x) soddisfi I’equazione [24] deve
essere verificata la condizione: Yi(X)- 71 (%) + Y5 (%)-75(x) = f(x) [C]

Per determinare le funzioni »,(x) e ,(x) dobbiamo tenere presente le condizioni [A] e [C] e
{yl(X)-yi(X) + ¥5(X)-75(x) =
V(%) 73(%) + y3(x)-75(x) = f(x)

Se il determinante (detto Wronskiano) del sistema di equazioni [26] e diverso da zero, allora

quindi bisogna risolvere il sistema: [26]

possiamo determinare in maniera univoca le funzioni yj(x) e y5(x) che, con due successive

integrazioni, ci consentono di individuare le funzioni y,(x) e »,(x).

X (%) ¥a(x) * ronskiano 0 va(x) X) = %(x) 0
B 7 L e Rt TR T e BT RS
AW = 0= e 0= T 00 = ] e

Se vengono date le condizioni iniziali abbiamo:

XW(X)

0= [y 0= [ ite RSO

Yo
Leintegrale generale dell’equazione differenziale [ 24] risulta uguale a:  y(x) =y, (X) + y ()

Osservazione: Se, quando integriamo le funzioni yj(x) e y4(x), noi introduciamo le

corrispondenti costanti arbitrarie, allora otteniamo direttamente 1’integrale generale dell’equazione

differenziale [24], che pu0 essere scritto nella seguente maniera:

Wi(x) W(x)

= d h ——d K

y,(X) yl(x)U W(x) X + h|+ y,(x )_[ W(x) X +

Come é facile intuire, il metodo appena esposto per la determinazione di un integrale particolare
y,(x) ha il grave inconveniente di ridursi alle integrazioni: j yi(x)dx j 7 5(X)dx

che, spesso, presentano notevoli difficolta. Per tale ragione esporremo, in seguito, un metodo
mediante il quale tali integrazioni si possono evitare. Tale metodo puo essere applicato quando il

termine noto f (x) dell’equazione differenziale assume forme particolari.
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Osservazione: Se in y(x) e y,(x) incorporiamo le costanti k, e k,, allora
Yo(X) = 7.(X)Vy(X) + 7,(X)y,(x) ¢ Tintegrale generale y(x) dell’equazione differenziale

proposta. Infatti:

y(x) = {sinx —~ Intg(% + gj + kl]cosx + sinx-(—cosx + k,) + €,-COSX + C,-Sinx

y(x) = —(cosx)~|ntg(% + gj + k,-cosx + kK, -sinx

e una funzione identica a quella trovata precedentemente se poniamo ¢, = k; e ¢, = k,

Metodo di Cauchy o della forma del termine noto o dei coefficienti indeterminati

Serve per calcolare un integrale particolare dell’equazione differenziale [24]

Q(x) set#0Ak, =0 (c#0)
o f(X)=bx +bxF+--rtb =R (X) Y, (X)=4x-Q(X)sed,=0A1, =0 (c=0)
x*-Q.(x)sed, =4,=0 (b=c=0)

P.(x) = polinomiodigrado k a:4*+b-2+¢c=0 Q (X)=AX+AX +-----+A
con A,A, -, A, A dadeterminare applicando il principio di identita dei polinomi.
<<Se il termine noto f(x) dell’equazione differenziale lineare completa del secondo ordine ¢ un
polinomio, allora un suo integrale particolare ci viene dato da un polinomio Q, (x) avente lo stesso
grado k (se ¢ #0) odaun polinomio digrado k + 1 (se ¢ = 0) o da un polinomio avente grado
k+2(seb=c=0)>

Yo (X) =X"-Q (X) = x"(AX  + AX“" +-ck A)  con r=0vr=1lvr=2
dove Qk(x) rappresenta un polinomio di grado k, cioé un polinomio avente lo stesso grado di
f(x), r rappresenta 1‘'ordine di molteplicita della radice zero dell’equazione caratteristica
a-2>+b-A+c=0. ¢c#20 = r=0 ¢=0 =>r=1 b=c=0=r=2
Sostituendo nell’equazione [24] le espressioni di y,(x), y;(x), yj(x) ed applicando il principio di
identita dei polinomi ci ricaviamo i valori delle costanti A, e quindi dell’integrale particolare yp(x)
y' =2y +y=1+x y" -2y’ +y=0 A°-22+1=0 4 =24,=1 f(x)=x+1 k=1
y(X) = (¢ + cx)e*, y,(x) = x"Q(x) = Ax + A [r=0,k =1], y)(x) = A, yi(x) =0
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—2A + AX+ A=1+x,AX+ A-2A =1+x,A =1 A=3 y,(x)=x+3
y(X) =x+3+(c, +c,x)e
Se le condizioni iniziali sono: y(0) = 2, y’(0) = —3 otteniamo:

, B . . c,+¢ =2 c, =-1
y'(x) =1+ (c, + c,x)e* + ce {C1+C2+1:_3 {
y(X)=x+3—(1+3x)e"

Ae”™ se BELABZ A
o f(x)=h-e” con h,gcR noti y,(x) = <Ax-e™ se B =4 # 4
AX* e se B =4 = 4,

Un integrale particolare dell’equazione differenziale [24] assume la forma:

Yo (x) = A-x*-e” con k assegnato ed A da determinare. In particolare risulta:

m k = 0 se S non ¢ radice dell’equazione caratteristica associata f = A, S # 4,

m k =1 se g ¢radice semplice dell’equazione caratteristica associata S = A # A,

E k = 2 se S ¢radice doppia dell’equazione caratteristica associata S = 4 = 4,
a-A°+b-A+c=0 =equazione caratteristica

y' -4y +3y=3* o’ -4 +3=0 o =1 a,=3 y(x)=ce +ce”

P(x) =3 B=2 y,(x) = Ae™ yi(x)=2Ae" yix)=4A-e*

4A-e” — 8A-e”* + 3A-e” =3 -Ae* =3 A=-3

y(X) =y (x)+ y,(x) =ce* +ce™ —3e*

Qu(x)-e™ se B=AAB#A,
o f(x)=R(x)e” vy (x)=4x-Q(x)-e™ se B=A#4,
< .Q,(x)-e se fi==4,

con Pk(x) polinomio di grado k e Qk(X) polinomio di grado k i cui coefficienti vanno calcolati
applicando il principio di identita dei polinomi. Q, (X)=AX +AX 4. e+ A

1°caso S non ¢ radice dell’equazione caratteristica associata Y, (X) = (A)Xk +o+ A )eﬁ X
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Mi calcolo la derivata prima e la derivata seconda della funzione yp(x) , Sostituisco le espressioni

trovate nell’equazione differenziale [24] , applico il principio di identita dei polinomi per calcolare i

valori delle costanti A ---A, . L‘integrale particolare é cosi calcolato.

2°caso p e radice avente molteplicita r (cio¢ 1 oppure 2) dell’equazione caratteristica associata
y,(x)= xr(A)xk et A()e”X
y'=2y'+y=x-e* p=1

L’equazione caratteristica dell’equazione differenziale omogenea associata ¢:

AP =22+1=0 (/1—1)2 =0 A4 =A4=1= L’equazione caratteristica dell’omogenea associata
ammette la radice doppia 4, =4,=1=4. Il suo integrale generale é: y"‘(x)zcleX +C, x-€"

Poiché risulta 4,=4,=1=/ un integrale particolare dell’equazione differenziale proposta avra la
seguente struttura: 'y, (x)=x*(Bx+C)-e* y!(x)=2x(Bx+C)e*+x*(Bx+C)e* +Bx%"

v, (x)= [Bx3 +(3B+C)x* + 2Cx]eX

Yy (X)=[ BX’+(3B+C)x*+2Cx |-¢* +[ 3Bx* +2(3B+C) x+2C |-¢"

Yy (X)=[ BX’ +(6B+C)x* +(6B+4C)x+2C |-€"

Sostituendo nell’equazione differenziale proposta otteniamo:

[ BX® +(6B+C)x* +(6B+4C)x+2C |-e"~2[ B’ +(3B+C)X* + 2Cx |e* + X’ (Bx+C)-e* =x-€

[ BX® +(6B+C)X* +(6B+4C) x+2C |-2| BX’ +(3B+C)x* +2Cx |+ x* (Bx+C)=x

6Bx+2C=x Applicando il principio di identita dei polinomi otteniamo:

B:% A C=0 yp(x):%x3-eX

Pertanto I’integrale generale dell’equazione differenziale proposta ¢é:
y(x)=C,e*+C, x-e" +%x3 ¥

A-coskx+B-sinkx se, , #xik

f(x)= p-coskx + q-sinkx =
© f=p 4 ¥, (%) {x~(A~coskx+B~sinkx) se A, =tik

con p,q,k valori dati

y,(x) = A-coskx + B-sinkx se 2,=+ik Yy, (x) = x(A-coskx + B-sinkx) 1,=xik

Procedendo come prima ci calcoliamo i valori di A e di B e quindi possiamo disporre di un integrale

particolare dell’equazione differenziale [24] .
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y' + 4y +13y =5sin2x A*+41+13=0 ,a = -2 + 3i
y'(x) = (¢ -cos3x + ¢,-sinx)-e
Poiché risulta +2i = £3i possiamo individuare un integrale particolare avente la forma:
Y,(x) = A-cos2x + B-sin2x
y,(X) = —2A-sin2x + 2B-cos2x yj(x) = —4A-cos2x — 4B-sin2x

Sostituendo nell’equazione data otteniamo:

—4A-c0s2Xx — 4B-sin2x —8A-sin2x + 8B-cos2x + 13A-cos2x + 13B-sin2x = 5sin2x

A 8
-8A +9B =5 Y 8 9 .
X) = ——-C0S2X + —-SIn2Xx
{9A+8B:O s 9 %(¥) = ~39 2
29

y(x) = —Z%-COSZX + 2%-sin 2x + (¢, -€0s3x + C, -sinx)-e

e f(x)=P(x)-coskx oppure f(x)=Q(x)-sinkx oppure f(x)=P(x)-coskx+Q(x)-sinkx

M (x)-coskx+N (x)-sinkx se 4, #£ik
TolX {x-[M(x)-coskx+N(x)-sinkx] se A, =+ik
A, =tik = A*+k*=0 equazione caratteristica
con P(x) polinomio di grado r, Q(x) polinomio di grados. M(x) ed N(x) sono polinomi di
grado uguale al maggiore dei gradi dei polinomi P(x) ed Q(x).
y'+y=4x-sinx k=1 R (x)=4x polinomio di primo grado
A,+1=0 A4 =2,=*i y*(x)=C,-cosx+C,sinx
Y, (X)=M(x)-coskx+N(x)-sinkx con M(x)=Ax+B, N(x)=Cx+D polinomi di primo
grado. Essendo: A=A =4, =xki=fi un integrale particolare dell’equazione differenziale
proposta avra la seguente struttura: y, (x)= x-[M (x)-coskx+N(x)-sin kx] cioeé:

Y, (X)=x:[ (Ax+B)-cosx+(Cx+D)-sinx |

Y, (X)=[ (Ax+B)-cosx+(Cx+D)-sinx |+ x:[ A-cosx—(Ax+B)-sinx+C-sinx+(Ax+B)-cosx |
Yy (X) = ~AX® +(4C - B)x+(2A+2D) |-cosx+| —Cx* —(4A+ D) x+(2C —2B) |-sin x
Sostituendo e semplificando otteniamo:

[2Cx+(A+ D)]-cosx+[—2Ax+(C - B)]-sin X=2X-5in X
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Questa uguaglianza é una identita se risultano uguali i coefficienti di cosx e di sinx

A=-1,B=0,C=0,D=1

L 2C=0 —2A=2
Questo si verifica se:
A+D=0 |C-B=0

Y, (X)=x(sinx—x-cosx) y(x)=y*(x)+y,(x)=C,-cosx+C,-sinx+x(sinx—x-cosx)
y" + y = 4xsinx In questa equazione differenziale abbiamo:
B =0,k =1,inumeri i sono radici dell’equazione caratteristica associata «a” + 1 = 0
Yo(X) = [(Ax + B)-cosx + (Cx + D)-sinx]
y"(x) = [—sz + (4C — B)x + (2A + 2D)]-cosx + [—Cx2 - (4A + D)x + (2C - ZB)]-sinx
Sostituendo nell’equazione data otteniamo :
[2Cx + (A + D)]cosx + [-2Ax + (C — B)]sinx = 2x:sinx
2C=0, A+D=0,-2A=2, C-B=0 A=-1,B=C=0,D=1
yo(X) = x(sinx —xcosx) y'(x) = ¢,-cosx + ¢,-sinx

y(X) = x(sinx —xcosx) + ¢,-COSX + C,-Sinx
o f(x)=e”[p-coskx + q-sinkx] f (x) =e”™ p-coskx f (x) =e”™q-sinkx

Essendo A e B due costanti da determinarsi.

) e[ A-coskx+B-sinkx] se 4,, = S £ki
A x-e”[A-coskx+B-sinkx] se 4, = B £ki

o f(x)=e”[P(x)-coskx +Q(x)-sinkx]| f(x)=e”-P(x)-coskx f(x)=e’-Q(x)-sinkx
) e”[ M (x)-coskx+N (x)-sinkx] se 4, = B—ki
X)=
d x-e”[ M (x)-coskx+N (x)-sinkx ] se 4, = B—ki
M (x) ed N(x) sono polinomi di grado uguale al maggiore dei gradi dei polinomi P(x) ed Q(x).
Y, (X) = eﬂX[M (x)-coskx + N (x)-sin kX] seinumeri B + k-i non sono radici dell’equazione
caratteristica associata
Y, (X)= Xeﬂx[M (x)-coskx + N (x)-sin kx] se i numeri B + k-i sono radici dell’equazione
caratteristica associata

e se f(x) élasomma di pit termini f(x), f,(x),--- dei tipi sopra considerati, allora Iintegrale
particolare ci viene dato dalla somma degli integrali particolari corrispondenti a ciascun termine
di f(x).
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yn_4yr+3y:3e2x+xex [*] yu_4yr+3y:382x:> yp(x):_3e2x6
y' — 4y + 3y =xe* [G] & -4a+3=0,a,=1, a,=3 , p=1

S € radice avente molteplicita 1 (r = 1) dell’equazione -caratteristica.

y (x)=C,e*+C,e* | 3_/p(x) = x(Ax + bje* , y'p(x) = (2Ax + B)e* + (Ax2 + Bx)eX

”

Yy o(X) = 2A€" + 2(2Ax + Be" + (AX" + Bx)e’
Sostituendo queste espressioni nell’equazione [G] otteniamo:

2A€" +2(2Ax + BJe" + (AX + BxJe" — 4[(2Ax + B)e" + (AX’ + BxJe*| + 3x(Ax + ble* = xe’

1
A= _=
2A-2B =0
(—4AX + 2A — 2B)e* = xe* 4 y (x) = —l(x2 + x)eX
-4A =1 B — _i =P 4
Un integrale particolare della [*] é: y,(x) = =3 — %(x2 + x)eX
L'integrale generale della[*] & y(X)=ce* +c,e™— 3> - %(x2 +X)e”

e Generalizzando il problema possiamo affermare che la ricerca di un integrale particolare di una

equazione lineare non omogenea (a coefficienti costanti o variabili) puo, in molti casi, essere

facilitata dalla seguente osservazione. Se il secondo membro f(x) dell’equazione differenziale

lineare & costituito dalla somma di piu funzioni, vale a dire f(x)=f,(x)+f,(x)+ f;(X), si
f,(x)
f,(x)
f,(x)

Se y,,(x) € un integrale particolare della prima equazione, y,,(x) della seconda, y,(x) della

a-y"(x)+b-y'(x)+c-y(x)
considerano le 3 seguenti equazioni: <a-y"(x)+h-y'(x)+c-y(x)
a-y"(x)+b-y'(x)+c-y(x)

terza, allora y,; (x)+y,,(x)+Yy,;(X) € un integrale particolare dell’equazione differenziale lineare

proposta.

Volendo, possiamo applicare questo procedimento nei seguenti casi:

e f(x)=p-coskx+q-sinnx+P(x)-e” e f(x)=P(x)+h-e™

® Vedere esempio precedente
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e f(x)=p-coskx+q-sinnx

Sintesi per le equazioni differenziali del secondo ordine:
a-y(x)b- y (e y(x)=1 (¥)
al’* +bi+c=a(1-4)(4—-4,) =equazione caratteristica associata
f(x) polinomio in x
MVay" +by +c=m¢ + px+qg = y,(X)= AX* + Bx + C

2)ayu+byr:mx2 + PX + g = yp(x): X(AXZ + BX—l—C): A + Bx2 + Cx

3) ay” = mx* + px + q = y,(x) = xz(sz + Bx + C) = AX* + Bx® + Cx*
f(x) = h-e* ay” + by’ + ¢ = h-e”
NB+4, %4 = y,(x) = A-e”
2) 5 = 4 oppure B = 4, = y,(x) = Ax-e”
3)=4=4% = Yo(x) = A
f(x) = (mx* + px + q)-e* ay” + by’ +c=(mx’ + px+q)-e”
1) p=4,8%4 = yp(x):(Ax2+Bx+C)-eﬂX

2) p=soppure f =2, = y,(x)= x(Ax2 + Bx + C)-e” = (Ax3 + BX? + Cx)
3) =4 =4 = y,(x) = XZ(AX2 + BXx + C)-e"’“ = (Ax4 + BxX® + sz)
f(x) = p-coskx + q-sinkx ay” + by + ¢ = p-coskx + q-sinkx
1) +ki = 4, oppure ki = 4, = y,(x) = A-coskx + B-sinkx
2) +ki = 4 oppure +ki=4, =  y,(x) = x(A-coskx + B-sinkx)
f(x) = e”[p-coskx + q-sinkx] ay” + by’ + c =e”[p-coskx + q-sinkx]
1) B+ ki = 4 oppure B+ ki = 2, = Y,(x) = e*[P(x)-coskx + R(x)-sinkx]

2) g+ ki=4 oppure B+ ki =2, = Y, (x) = xe”[P(x)-coskx + R(x)-sinkx]
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dove P(x) ed R(x) sono polinomi di grado uguale al maggiore dei gradi dei polinomi P(x) ed

R(x)

Tabella riepilogativa

f(x)

Yo(X)

annotazioni

mx> + pXx + q

AX®> + Bx + C

ay” + by’ +c=f(x)

mx® + pX + q

X(AXZ + Bx+C):Ax3+ Bx® +Cx

ay” +by’ = f(x) c=0

mx* + pX + q

ﬁ@ﬁ+&+qzmﬁﬂﬁﬂyz

ay" = b=c=0

f(x)

ay” + by’ +c=f(x)

h-e” A-e”
B#4,p+*4
ay” + by’ +c= f(x)
h-e” Ax -e”
B=40 p=14
ay” + by’ +c=f(x)
h-e” Ax? g™
B=4=4
(mx2+ px+q)eﬁ’x (Ax2+Bx+C)-eﬁx B*AL,B*4
(mx2 + pX + q)e/”" x(Ax2 + Bx + C)-eﬁX B=20 B=4,
(mX2 + pX + Q)e@( XZ(AX2 + Bx + C)-eﬁ’x B=A=2
p-coskx + q-sinkx A-coskx + B-sinkx A #xki, A,==xKi
p-coskx + q-sinkx X(A-coskx + B-sinkx) Ay, ==ki
e[ P(x)-coskx+Q(x)-sinkx] | e[ M (x)-coskx+N(x)-sinkx | A, # fEki
e[ P(x)-coskx+Q(x)-sinkx | | xe”*[ M (x)-coskx+N(x)-sinkx] A, =Bk

M (x) ed N(x) sono polinomi di grado uguale al maggiore dei gradi dei polinomi P(x) ed Q(x).
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a-y"(x)+b-y'(x)c- y(x)=0 a-A>+b-A+c=0 A, A, radici dell’equazione caratteristica

A-e”+B-e” se A A4 radicirealieedistinte
y*(x)=4A-e™+Bx-e”*=(A+B)-e” sei=4 =41,

(A-cosgx+B-singx)-e” se A=p=*qi

a-y'(xpb-y(xpc-y(x)=f(x) a-A*+b-i+c=0 4.4

Qu(x) set #0A4, #0(c+0)
o f(X)=bx +bxF+--rtb =R (X) Yy, (X)=4x-Q(X)sed, =0A1, =0 (c=0)
x> Q(x) se4 =4,=0 (b=c=0)

P(x) = polinomio di grado k Q,(X)=AX+AX"+:---+A polinomio di grado k i cui

coefficienti vanno calcolati applicando il principio di identita dei polinomi.

Ae™ se B B#A
e f(x)=h-e” con h,seR noti y,(x) = <Ax-e™ se =4 # 4

A’ g™ se B=A4 =4,

Con A costante da determinare.

Qu(X)-e™ se B=AAB=A,
. 1() = R(x)e” Yo = -0, (1)-0" se p=A,
x*-Q(x)-e™ se f=4 =1,
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con B, (x) polinomio di grado k e Q,(x) polinomio di grado k i cui coefficienti vanno calcolati
applicando il principio di identita dei polinomi. Q, (X)=AX +AX "+ + A

A-coskx+B-sinkx se,, #tik

o f(x)=p-coskx + qg-sinkx yp(x):{x,(A.Cosk)H_B-sinkX) se A, =xik

con p,q,k valori dati e con A e B due costanti da determinare.

e f(x)=P(x)-coskx oppure f(x)=Q(x)-sinkx oppure f(x)=P,(x)-coskx+Q(x)-sinkx

B M (x)-coskx+N(x)-sinkx se 4, #xik
Y, (%)= x-[ M (x)-coskx+N (x)-sinkx] se 4, =+ik

con P(x) polinomio di grado r, Q(x) polinomio di grados. M(x) ed N(x) sono polinomi di

grado uguale al maggiore dei gradi dei polinomi P(x) ed Q(x) ed i cui coefficienti sono da

determinare.

o f(x)=e”[p-coskx+q-sinkx]  f(x)=e”™ p-coskx  f(x)=e"q-sinkx

e[ A-coskx+B-sinkx] se 4, # S £ki _ _
yp( )= ’ con A e B due costanti da determinare.

x-e”[A-coskx+B-sinkx] se 4, = Stk
o f(x)=e”[P(x)-coskx +Q(x)-sinkx]| f(x)=e”-P(x)-coskx f(x)=e’-Q(x)-sinkx

B e[ M (x)-coskx+N(x)-sinkx | se 4, = f+ki
$ol9= x-e”[ M (x)-coskx+N(x)-sinkx | se 4, = Bk

M (x) ed N(x) sono polinomi di grado uguale al maggiore dei gradi dei polinomi P(x) ed Q(x)

ed i cui coefficienti sono da determinare.
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N.B. Una equazione di secondo grado puo avere: m due radici reali e distinte oppure @ due
radici reali e coincidenti oppure @ due radici complesse e coniugate.

a- y’"_|_b.y”(x)_|_c. y'(x)_|_d . y(x):O a-A’+b-A*+c-A+d=0

A2y, Ay radici dell’equazione caratteristica

A-e”+B-e”+C-e* se LA A4 radici reali e distinte
A-e" +B-e” +Cx-e” = A-e™ +(B+Cx)-e” sei =4, =4eR
A'eﬂlx+B-x-eﬂix+C-x2‘eﬂix:(A+B-X+C'x2)-eﬂ1X se4,=4,=1€R

A-e* +(B-cosgx+C-singx)-e™ se LeR A 4,,=p*qi

Una equazione algebrica di terzo grado puo avere una radice reale e due complesse e coniugate, oppure tre
radici reali. Le radici reali possono essere tra loro distinte o coincidenti.

Q(x) se d=0

x-Q (x) se d=0Ac=0(4=0)
x-Q(x)sec=d =0Ab=0 (4, = 4, =0)
x*-Q(x)seb=c=d =0ra=0(} =4,=1,=0)

P(x) = polinomio di grado k Q(X)=AX+AX"+-----+A polinomio di grado k i cui

coefficienti vanno calcolati applicando il principio di identita dei polinomi.

Ae”™  se BEAABELABE
Ax-e™ se B=A4 = L # A
AX* - se B=4 =4, % A
AC.e™ se =4 =4 =4

e f(x)=h-e” con h,feR noti  y,(x) =

Con A costante da determinare.
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Qk(x).eﬂx se BEANLP#EALAPB#A
e £(x) =R (x)e" Qe se pear hr 4
&) = RGoe ¥o(x)= X2 Qu(x)-e™ se B =4 =4 = 4
Q. (x)-e” se =4 =2 =1

con B (x) polinomio di grado k e Q (x) polinomio di grado k i cui coefficienti vanno calcolati

applicando il principio di identita dei polinomi. Q, (X)=AX +AX 4. e+ A

A-coskx+B-sinkx se,, #xik

e f(x)=p-coskx +q-sinkx yp(x):{x_(A.Coskx+B.sinkX) se A, =ik

con p,q,k valoridatiecon A e B due costanti da determinare.
o f(x)=P(x)-coskx oppure f(x)=Q(x)-sinkx oppure f(x)=P (x)-coskx+Q(x)-sinkx

B M (x)-coskx+N(x)-sinkx se 4, #xik
Y, (%)= x-[ M (x)-coskx+N (x)-sinkx] se 4, =+ik

con P(x) polinomio di grado r, Q(x) polinomio di grados. M(x) ed N(x) sono polinomi di

grado uguale al maggiore dei gradi dei polinomi P(x) ed Q(x) ed i cui coefficienti sono da

determinare.

o f(x)=e”[p-coskx + g-sinkx] f (x) =e”™ p-coskx f (x) =e™-q-sinkx

yp(x)=

e[ A-coskx+B-sinkx] se 4,, = S £ki _ o
' Essendo A e B due costanti da determinarsi.

x-e”[A-coskx+B-sinkx] se 4, = B £ki

o f(x)=e”[P(x)-coskx +Q(x)-sinkx]| f(x)=e”-P(x)-coskx f(x)=e’-Q(x)-sinkx

yp(x)=

e”*[ M (x)-coskx+N(x)-sinkx] se 4, = S—ki
x-e”[ M (x)-coskx+N (x)-sinkx | se 4,, = B—ki
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M (x) ed N(x) sono polinomi di grado uguale al maggiore dei gradi dei polinomi P(x) ed Q(x)

ed i cui coefficienti sono da determinare.

a-y?+b-y®sc.y"+d-y+e-y=0 a-A'+b-A*+c-A*+d-A1+e=0
A, A, Ay, A, radici dell’equazione caratteristica

A-e”+B-e”+C.e”+D-e™ sel#L,#A,#4€R
(A+B-x)-e”+C-e®+D-e™ sel =4 #4#4eR
(A+B-x)-e”+(C+D-x)-e™ sei4 =4 #4=4¢R
A-e¥+(B+Cx+Dx*)-e  sed#4=4=4¢R
(A+B+Cx+Dx?)-e* sel,=A,=A =4 R
A-e”+B-e” +(C-cosgx+D-singx)e™ se 4, # 4, e RA 4, = ptiq
(A+B-x)-e" +(C-cosgx+D-singx)e™ se 4, =4, e RAl,, = piq

(A-cosnx+B-sinnx)-e™ +(C-cosgx+D-singx)-e™ se 4,=m=*in A 4,, = pqi

Una equazione algebrica di quarto grado puo avere (01) 4 radici reali (02) 2 radici reali e due radici
complesse e coniugate (03) quattro radici complesse a due a due coniugate.

Non puo avere un numero dispari di radici reali o un numero dispari di radici complesse. Infatti, una
equazione algebrica, se ammette una radice complessa ammette anche la sua coniugata.

o f(X)=bX +bx'+-tb =P (x) a-A'+b-2°+c-A°+d-A+e=0

Q(x) se ex0

x-Q(x) se e=0ad=0(4=0)

Y, (X)=1x-Q(x) sed=e=0ac#0 (4 =4,=0)

x*-Q.(x) sec=d=e=0Ab=0(}=1,=1=0)
x"-Q.(x) seb=c=d=e=0ra#0(4=4,=4=24,=0)

P(x) = polinomio di grado k Q(X)=AX"+AX"+-----+A polinomio di grado k i cui

coefficienti vanno calcolati applicando il principio di identita dei polinomi.
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A-e”™ se BEAABELABEA
Ax-e™ se B=A #AL# LA
o f(x)=h-e” con h,geRnoti y,(x)=JACe” se B=4 =24 # 4L+
AC-e” se f=0 =2 =L* A
At-e™ se =2 =4 = A=4,

con A costante da determinare.
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A-coskx+B-sinkx sed , #xik v 4, #xik

f(x)= p-coskx -Sinkx =
¢ (x)=p 4 Y5 () {x-(A-coskx+B-sinkx) se A, =*ik v 4, =%ik

con p,q,k valoridatiecon A e B due costanti da determinare.
o f(x)=P(x)-coskx oppure f(x)=Q(x)-sinkx oppure f(x)=P (x)-coskx+Q(x)-sinkx

M (x)-coskx+N(x)-sinkx  se A, #+ik v 4, =*ik

Yo (X)= x-[ M (x)-coskx+N (x)-sinkx] se 4, =%ik v 4,, =%ik
con P(x) polinomio di grado r, Q(x) polinomio di grados. M(x) ed N(x) sono polinomi di
grado uguale al maggiore dei gradi dei polinomi P(x) ed Q(x) ed i cui coefficienti sono da

determinare.

o f(x)=e”[p-coskx+q-sinkx] f(x)=e”™p-coskx f(x)=e" q-sinkx
( e”[A-coskx+B-sinkx| se A, = B+ki v 4,, = B+Kki

X)=
Yo x-e” [ A-coskx+B-sinkx] se A, =xki v 4, =Bk

Essendo A e B due costanti da determinarsi.
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o f(x)=e”[P(x)-coskx +Q(x)-sinkx] f(x)=e”-P(x)-coskx f(x)=e’-Q(x)-sinkx
e[ M (x)-coskx+N(x)-sinkx| se 4, #p+ki v 4, #B£ki
X)=
Yo (%) x-e”[ M (x)-coskx+N (x)-sinkx | se 4, = B+ki v 4, = Bk
M (x) ed N(x) sono polinomi di grado uguale al maggiore dei gradi dei polinomi P(x) ed Q(x)

ed i cui coefficienti sono da determinare.

Equazioni differenziali ordinarie

: Si chiama equazione differenziale (ordinaria) di ordine n una equazione del tipo:
F(X,y,y’,y”, ...... ’y(n))zo [1]

dove F e una funzione assegnata che lega la variabile indipendente x con la funzione incognita y(x)

e le sue derivate successive Y'(x),y"(x), -, y(")(x) fino all’ordine n. Ordine di una equazione

differenziale ¢ il massimo ordine di derivazione che appare nell’equazione stessa. Una equazione
differenziale di ordine n si dice ridotta a forma normale quando é risolta rispetto alla derivata di

ordine massimo, cioeé quando la [1] e equivalente ad una equazione del tipo:

YO = (%Y YY) [2]
dove f ¢ una funzione assegnata delle (n+1) variabili x,y,y’,y",----- , y(”_l) :
Particolarmente importanti sono le equazioni differenziali lineari di ordine n, cioé le equazioni
differenziali del tipo: y" +a, (x)-y" +a,(x)-y" +ota , (X)-y'+a, (x)-y=F (x)  [3]
Il nome lineare € dovuto al fatto che in essa la y e le sue derivate successive hanno esponente uno
(cioé sono termini di primo grado) e non sono moltiplicate tra loro. Se risulta f (x) =0 I’equazione

differenziale si dice omogenea, in caso contrario si dice completa. Una equazione differenziale

lineare di ordine n omogenea ha la seguente forma:

y(")+a1(x)-y("‘1)+a2(x)~y("‘2)+ ...... +a,,(x)-y'+a,(x)-y=0 [4]
Una funzione @(x), definita e continua nell’intervallo | < R, derivabile n volte in tale intervallo,
etalecherisulti Vv xel: F[X,CD(X),(D'(X), ------ ,CI)(”)(X)] =0 [5]
si dice integrale o0 soluzione dell’equazione differenziale [1]. Pertanto integrare 1’equazione
differenziale [1] significa determinare una funzione (D(x) che , ¥ x el , verifica ’equazione
stessa. Ogni soluzione CD(X) di una equazione differenziale di ordine n contiene n costanti
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arbitrarie. Queste costanti sono completamente ed univocamente determinate quando , accanto
all’equazione [1], assegniamo n condizioni. Le condizioni da imporre possono essere di natura

diversa , e danno luogo a problemi diversi, i piu notevoli dei quali sono:

a) problema dei valori iniziali (o di Cauchy) se e assegnato lo stato iniziale del sistema, cioé se,
in corrispondenza di un determinato valore x, della variabile indipendente X, conosciamo i valori
della @(x,) e delle sue prime (n-1) derivate.

b) problemi ai limiti, nei quali le condizioni prescritte riguardano almeno due valori distinti della

variabile indipendente.

Problemi ai valori iniziali

Assegnare lo stato iniziale della piu generale funzione che verifica 1’equazione [2] significa che
sono da considerarsi noti i valori:  Y(%,)=Yo » Y(%)=Ys ooon YU (%)= [6]
che la funzione incognita y(x) = @(x) e le sue prime (n—1) derivate assumono in corrispondenza

del valore iniziale x, della variabile indipendente x. Un problema ai valori iniziali consiste nella

ricerca di una soluzione della [2] che verifichi le condizioni [6].

Integrale generale

Si dice integrale generale dell’equazione [2] una funzione che dipende dalla variabile
indipendente x e da n parametri c,c,,---,c, (costanti di integrazione) yzd)(x,cl,cz,-'-,cn) [7]
tale che:

1) lay = ®(x,c,¢c,,-,C,) e le sue derivate successive fino all’ordine n verifichino la [2] V X & |
ed indipendentemente dai valori attribuiti alle n costanti c,,c, ,---,c,

2) le n costanti c¢,,c,,---,C, siano linearmente indipendenti

Questo significa quando in corrispondenza di ogni prefissato stato iniziale del sistema individuato
dai valori (yo,y; ,y(;’,---,yf)”’l)) il sistema di n equazioni:

(D(XO’CUCZ"”’Cn) = yo
(D’(XO,Cl,Cz,"',Cn) = yr;

8]
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nelle n incognite c,,c,,---,c, € risolubile, cioeé ammette una sola soluzione.

Integrali particolari

Integrale particolare dell’equazione differenziale [2] € un qualsiasi integrale che si puo
ottenere dall’integrale generale [7] per una particolare scelta delle costanti d’integrazione

C,,C, 5 C, -

Integrale singolare

Integrale singolare di un’equazione differenziale ¢ un integrale dell’equazione differenziale
proposta che non ¢ deducibile assegnando valori particolari alle costanti arbitrarie dell’integrale

generale [7]. Quindi I‘Integrale singolare ¢ una funzione y(x) che non dipende da alcuna

costante ¢ non puo essere ricavato dall’integrale generale per particolari valori numerici delle

costanti c¢,,c,,--,C 7

., » ma che ¢ soluzione dell’equazione differenziale considerata.

Da cio si deduce che I‘Integrale singolare di una equazione differenziale non esaurisce la

totalita delle curve integrali. 8

Equazioni differenziali lineari di ordine n

Se dell’equazione differenziale lineare omogenea
yWra, (x) Yy e, (x)- Yy v, (X)) y 8, (X)-y=0
conosciamo n integrali particolari y;(x),Y,(X),---,y,(x) fra loro linearmente indipendenti
(cioé a Wronskiano diverso da zero), allora 1‘integrale generale della [4] e la funzione:
Y (X)=C,- ¥y (X)+C, - ¥V, (X)++--+C, - Yy (X) [9]
c,,C,,---,C, costanti arbitrarie fra loro linearmente indipendenti. Si osservi che ogni integrale

dell’equazione lineare ¢ esprimibile come combinazione lineare di n integrali particolari. Cioé le

equazioni lineari non ammettono integrali singolari .

" Tale ¢ il caso , ad esempio , dell’eventuale inviluppo o eventuale luogo geometrico dei punti multipli delle curve
integrali [7] al variare dei parametri C,,C,,---,C, (quando, naturalmente , tale inviluppo o luogo non sia una curva

limite della famiglia di curve integrali .
8 | diagrammi delle soluzioni di una equazione differenziale si dicono curve integrali
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e Wronskiano W(x) di n funzioni y,(x),y,(x),--- ¥,(x) € il determinante formato dalle n funzioni
e dalle loro derivate fine all’ordine n—-1. Se. W(x) # 0 le n funzioni sono linearmente
indipendenti, se W (x) = 0 le n funzioni sono linearmente dipendenti.

Pertanto per calcolare 1‘integrale generale di una equazione differenziale lineare omogenea occorre
sapere calcolare n integrali particolari dell’equazione stessa.

Non si conoscono pero metodi per la ricerca di detti integrali se non in casi particolari come nelle
equazioni lineari a coefficienti costanti che studieremo in seguito .

ESEMPIO: y" — §-y’ — %-y =0 y/(x) = % . ¥,(X) = x* come si verifica facilmente
X X

G 5

y(x) = — + C,-X° ¢ l'integrale generale dell’equazione differenziale data
X

Leintegrale generale di un’equazione differenziale lineare completa di ordine n

n-1 n-2)

y(") + ai(x)y( ) + az(x)y( 15600000 + an_l(x).y' + an(x).y = f(x) [3]

si ottiene aggiungendo ad un integrale particolare yp(x) dell’equazione [3], I’ integrale generale

y'(x) della corrispondente equazione omogenea:  Y(x) = y,(x) + y (X) [10]

Metodo di Lagrange per la risoluzione delle equazioni differenziali
lineari complete (0o metodo della variazione delle costanti arbitrarie)

Questo metodo ci consente di calcolare un integrale particolare y (x) quando conosciamo

I‘integrale generale y*(x) dell’equazione omogenea associata [4]. Consideriamo per semplicita
I’equazione del terzo ordine:  |y"+a,(X)-y'+a,(X):y'+a,(x)-y=f(x) [11] avente come
equazione omogenea associata: y”+a,(X)-y"+a,(X)-y'+a;(x)-y=0 [12]

della quale y;(X),Y,(x),Y;(x) sono tre integrali particolari fra loro linearmente indipendenti, cioe
a Wronskiano diverso da zero. y"(X)=c,- Y, (X)+C, - Y,(X)+C;- y;(X)

Dell’equazione [11] ricerchiamo un integrale particolare yp(x) avente una espressione formale

analoga a quella dell’integrale generale dell’equazione omogenea associata, nella quale pero alle

costanti c,,c,,c, si sostituiscono tre funzioni y,(x),,(x),75(x) derivabili e da determinare.

Yo (X) = 72(X) Yo (X) + 72(X) Y2 (X) + 73(X) Vs (%) [13]
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con 7,(x),7,(x),75(x) (prima indicate con c,,c,,c, ) funzioni incognite da determinare in modo

che esse verifichino la [11]. °
Yi(X)  Ya(X)  ya(x)

W(x) =] yi(x) y3(x) () [14]
ZACYRACYIRTCY

X),74(X) si ottengono risolvendo con la regola di Cramer il

A ) € poi integrando le suddette funzioni:
Y1(%)-71(X) + ¥a(X)-75(X) + ¥s(X)-75(x) = 0

Yi(x)-73(%) + y3(x)-75(x) + ya(x)-75(x) = 0

Yi()-71(%) + ¥3(3)-75(%) + ¥3(x)-75(x) = £(x)

o(x) _ o(x) = n(x) =] o(x)dx=A(x)

Si dimostra che le funzioni y,(x),,(
),

seguente sistema nelle incognite 7(x),75(X),75(x

[15]

Si ottiene: 7i(x) =
2(X) = AX) 5(x) = 72(x):j &(x)dx = B(x)

10

— = = u(x) = 73(X)=J #(x)dx =C(x)

Un integrale particolare dell’equazione differenziale [11] ¢:
yp(x):yl(x)-_[ a(x)dx+y2(x)-f 5(x)dx+y3(x)-_[ p(x)dx =
=%.(X)- A(X)+ ¥, (X)- B(X)+Y, (x)-C()

L¢integrale generale dell’equazione [11] &: y(x)=y,(x)+y(x)

Equazioni lineari del secondo ordine a coefficienti variabili

Considero I’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti variabili
3,(X)y" (%) +ay(x)-y' (x) + 3 (x)-y(x) = F(x)  [A]
8,(%)-y"(x) + ay(x)-y'(x) + 3, (x)-y(x) =0 [B]

e ’equazione omogenea ad essa associata:

® Le funzioni yl( ) y2( ) y3( ) o le conosciamo preventivamente o dobbiamo conoscere qualche metodo che ci

consenta di calcolarle

?a(x) = W(x), A(x) = W(x) . D(x) = Wi(x)
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Siano yl(x) ed yz(x) due integrali particolari dell’equazione omogenea associata e
supponiamo che siano linearmente indipendenti (cioé a Wronskiano diverso da zero), cioé tali che
non sia possibile trovare alcuna costante k per cui risulti: y, (x)=k-y,(x)

Si dice che le funzioni y,(x) ed y,(x) costituiscono un sistema fondamentale di

soluzioni dell’equazione omogenea associata. Si puo dimostrare che I’integrale generale
dell’equazione omogenea associata é: y*(X)=Cl . yl(X)+C2 Y, (X) :
Passiamo ora a definire la struttura dell’ integrale generale y(x) dell’equazione lineare

completa. Se y, (X) ¢ un qualsiasi integrale particolare dell’equazione lineare completa, si dimostra
che ’integrale generale dell’equazione completa ¢ del tipo:

Y(X)=¥, () +Y* (%)=, (¥)+Co- %2 (X)+C; - V2 (X)
cioé¢ ¢ dato dalla somma di un suo integrale particolare e dell’integrale generale y*(x)

dell’equazione omogenea associata.
Definita cosi la struttura delle soluzioni di un’equazione differenziale lineare del secondo ordine, il

problema della sua integrazione esplicita ¢ ancora ben lungi dall’essere risolto, perché si debbono
determinare sia il sistema fondamentale di soluzioni y,(x) ed y,(x) dell’omogenea associata, sia

Iintegrale particolare y (X) dell’equazione lineare completa. Un metodo generale che permetta di

calcolare y,(x) ed y*(x) esiste soltanto per le equazioni differenziali lineari a coefficienti
costanti.

Vediamo se e possibile determinare un integrale particolare yp(x) dell’equazione differenziale

completa quando conosciamo due integrali particolari dell’equazione omogenea associata, e

vediamo se tale integrale y,(x) possa avere la stessa struttura di y*(x)=C,-y,(X)+C,-y,(x)
dove le costanti C, e C, sono sostituite da due funzioni y,(x) e 7,(x).

Dell’equazione [A] ricerchiamo un integrale particolare yp(x) avente una espressione formale
analoga a quella dell’integrale generale dell’equazione omogenea associata, nella quale pero alle

costanti C,,C, si sostituiscono due funzioni y,(x),»,(x) derivabili e da determinare.

Yo (X) = 72(X) Y (X) + 72(X) Y2 (%) [13]
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con 7(x),7,(x) (prima indicate con C,,C,) funzioni incognite da determinare in modo che esse

Yi(%) ¥2(x)
¥ (%) ¥3(x)
)

Si dimostra che le funzioni ;/1(x),7/2 (x si ottengono risolvendo con la regola di Cramer il seguente

verifichino la [A]. W (x) =

X
X

[C]

sistema nelle incognite y;(x),7,(x

) e
{ Yo (%) 71 (%) + Y2 (X)- 72(x)=0
Y1 (x)- 7 (

poi integrando le suddette funzioni:

()AL (X495 (X)- 74 (x)= () 1l
Si ottiene: 7i(x) = VO\[/T):()) = o(x) = yl(x)zf o(x)dx = A(x)
y1(x) = V% o) = (=] 5(x)dx=B(x)

Un integrale particolare dell’equazione differenziale [11] ¢&:

yp(x):yl(x)-j o(x)dx+ yz(x)-.[ S(x)dx=y,(x)- A(x)+Y,(x)-B(x)

L¢integrale generale dell’equazione [11] é: y(x)=y,(x)+y(x)
o, 1 1 In x N . ) L
Dy +;- y = y=7 [*] L‘equazione omogenea associata ¢€:
1 1 1 1
"+—.y'——.y=0 ol X) == a(X)=—-—
Y+ Y=gy [**] a(x) = ax) = -

yl(x) =X , yz(X) = 1 sono due integrali particolari dell’equazione differenziale [**] come si
X

verifica facilmente.

: . : . . 1

Lintegrale generale dell’equazione differenziale omogenea [**] & y*(x) = C,-x + C,-=
X

Vediamo se possiamo ricavare un integrale particolare della [*] avente la stessa struttura

. 1 : - . :
dell’integrale generale y*(x) = C,-x + C,-= della [**], vediamo, cioe, se esiste una funzione del
X

tipo y(X) = (X)-x+ ;/z(x) che sia integrale particolare della [*].

La risposta é positiva se applichiamo il metodo di Lagrange , come abbiamo visto in precedenza.
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1
1 X-y] +;-;/;(X) =0
W) =1 va() = X ;1 Inx
V1~ ?'72( ) = 7
X % 0 % Inx X Ir?x Inx
W) =| X =t W=y X = W= |y x| = X
b ¥ X :
W(x)  Inx W, (x)
! — - ! — __|
71( ) W(X) oy? 2( ) W(X) nx
1¢ Inx linx 1 1 1 1
j/l(X) = E 7dX = —ET — 5 + kl ]/2(X) = _E-[ InX'dX = —EX'InX + EX + k2
y,(x) = —%Inx — % - %Inx + % = —Inx = integrale particolare della [*]
L¢integrale generale della [*] é: y(x) =—Inx+C,-x+ &
X

Equazioni lineari del secondo ordine a coefficienti variabili: un caso particolare
Noi sappiamo che non esistono regole generali per integrare equazioni differenziali del tipo [A], a

meno che non si tratti di un’equazione di Eulero o di particolari equazioni come quelle trattate nei
paragrafi precedenti. Le equazioni differenziali lineari del secondo ordine a coefficienti variabili si
possono risolvere quando conosciamo un integrale particolare dell’equazione omogenea associata.
(In precedenza abbiamo visto che di integrali particolari ne occorrono due)

In questo paragrafo vogliamo ricercare metodi generali per l’integrazione di una equazione

differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti variabili del tipo:
3 (%)Y (x) +a(x)-y'(x) +3,(x)-y(x) = F(x)  [A]
quando conosciamo un integrale particolare y (x) = p(x) dell’equazione omogenea associata
3 (%)Y (x) + a(x)-y'(x) + a(x)-y(x) =0
Poniamo: y(x) = y,(x)-u(x) = p(x)-u(x) con u(x) funzione da determinare
y'(x) = p/(x)-u(x) + p(x)-u'(x)
y'(x) = p"(x)-u(x) + p(x)-u'(x) + p'(x)-u(x) + p(x)-u"(x)
Sostituendo nella [14] , sviluppando e semplificando otteniamo:

2, (x)- p(x) 1" (x) +[&(x)- p(x) + 28, (x)- P(X)] /() =0 [15)
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dopo avere osservato che a,(x)- p"(x) + a,(x)-p'(x) + a,(x)- p(x) = 0 in quanto la funzione
p(x) € un integrale particolare dell’equazione differenziale [14].

Per integrare 1‘equazione differenziale [15] si pone u'(x) = t(X) [u”(x) = t’(X) ] e si ottiene:

3, (x)- p(x)-t'(x)+[ & (%)- p(x)+23,(x)- p'(x) |- t(x)=0  [16]
Si tratta di una equazione lineare omogenea del primo ordine (da risolvere come equazione a
variabili separabili) il cui integrale generale puo essere facilmente calcolato.
Supponiamo che esso sia: t(x) = u(x) = C,-a(x) u(X) =Clj a(x)dx+C, [17]
Dando alle costanti C; e C, valori arbitrari, ad esempio C, =1 e C, = 0, ed utilizzando la
relazione y(x) = p(x)-u(x) = p(x)-J' a(x)dx=g(x) troviamo un secondo integrale
particolare ( B(x)) dell’equazione [14].
Lintegrale generale della [14] sara:  y*(x) = C,- p(x) + C,- ()
Per verificare che i due integrali particolari p(x) e ﬁ(x) sono fra loro linearmente indipendenti
basta calcolare il loro wronskiano e constatare che & = 0.
Trovato 1‘integrale generale dell’equazione differenziale [14] possiamo trovare un integrale
particolare dell’equazione differenziale [13] e quindi il suo integrale generale.
y" —2tgX-y'+ 3y =0 Un suo integrale particolare & u(x) = sinx
Pongo: y(x)=sinx-u(x) ottengo: y'(x) = cosx-u(x) + sinx-u’(x)
y"(X) = —sinx-u(x) + cosx-u'(x) + cosx-u'(x) + sinx-u"(x) *

sin2x

—sinxou(x) + cosx-u'(x) + cosx~u’(x) + sinx~u”(x) - 25inx~u(x) -2 u’(x) + 35inxou(x) =0

COS X

sin? x
COS X

]u’(x) =0 Pongo U(x)=t(x) [ u"(x)=t(x) ]

sinx-u”(x) + (Zcosx -2

2 . - 2 2 a2
sinx-t/(x) + [2cos X — 2sin th(x) o 4t cosx —sinx

COS X t Sin X cos X
dt sin X COS X ] 1 1
I — = ZI — — ——|dx , Int = 2(—Incosx - Insmx) = 2In = In 5 )
t COS X sin X sin X cos X sin“ xcos” x
1 1 cos? X + sin’ x
t(x) = —5—5— U(X) = —5———, u(x)=I—. s, dx=tgx—ctgx
SIN™ X-COS™ X SIN™ X-COS™ X SIN™ XCOS™ X

Pertanto un altro integrale particolare é:

"u(x) = sinx = u'(x) = cosx , u"(x) = —sinx , —sinx — 2tgx-cosx + 3sinx=0,0=0
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Y,

. sin® X 1 - cos” x
B(x) = sinx(tgx — cotgx) = oSk X = “osx

L¢integrale generale dell’equazione differenziale data ¢ : y*(X)zclsin x+C, (SeCX—ZCOS X)

u(x) = tgx — cotgx , A(x) = secx — 2cosx

Per verificare che gli integrali particolari u(x) e A(x) sono linearmente indipendenti basta
constatare che il determinante del wronskiano di u(x) e A(x) & = 0.

SinX Secx — 2cosx

= sinx . = 2
COSX >— + 2sinX l+1gx =0
COS” X

Equazioni differenziali lineari omogenee a coefficienti cotanti: caso generale

a,- y(n) +a - y(n—l) +a,- y(n—Z) IR +a_,-y+a, (x) y=0 [54]
con a,,a,,a,,---,a ,,a costanti.
Per risolvere I’equazione differenziale [54] si considera I’equazione caratteristica associata:
a,-A"+a, - A" +a, A" +-+a, - A+a,=0  [56]

che ammette n radici, che possono essere reali o complesse, distinte o coincidenti. Esaminiamo i

vari casi:

(01) L’equazione [56] possiede n radici reali e distinte 1,1, 4, 4,

A queste radici corrispondono n integrali particolari indipendenti aventi la seguente
espressione algebrica: Y, (X)=e**, y,(x)=e*", y,(x)=e"",......, y,(X)=e""

L’integrale generale della [54] & y*(x)=C,-e*+C,-e®+C,-e* +.--+C_,-e"*+C .e™"
(02) Le radici dell’equazione [56] sono tutte reali, ma non sono tutte distinte in quanto qualcuna

di esse & multipla

Per fissare le idee supponiamo che sia: n=7, 4, =4, =« (la radice a ha molteplicita 2),
A =4,=2 =/ (laradice f ha molteplicita 3), 4, e A, hanno molteplicita 1, cioé sono radici
semplici.

In questo caso I'integrale generale dell’equazione differenziale lineare omogenea [54] e:
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y*(x)=C,-e”+C,-x-e”+C;-e”+C, - x-e”*+C;-x*-e/*+C,-e**+C, -e™* cio:
y*(x)=(C,+C,-x)-e”+(C,+C,-x)-e”*+C, - x*-e”*+C;-e**+C, -’
(03) L’equazione [56] possiede qualche coppia di radici complesse e coniugate, ad esempio:
A4=p-iq  A4=p+iq
Due integrali particolari dell’equazione differenziale [54] sono:
y, (x)=ePy, (x)=elPr
Applicando le formule di Eulero abbiamo:
yl(x)=e(p‘“‘)xze"x‘e"‘*x:epx-(cosqx—i-sinqx) yz(x)ze(p”‘”xzepx~e‘qx:epx~(cosqx+iosinqx)
Poiché combinazioni lineari di integrali particolari generano altri integrali particolari possiamo

sceglie queste combinazioni lineari come integrali particolari.

Y1(X)+Y2(X):epx -COS X yl(X)_yZ(X)
2 2i

=e™-singx

L’integrale generale dell’equazione [54] &:
y*(x)=e™-C,-cosgqx+e™-C, -singx+C, - +C,-e** +---

y*(x)=e™(C,-cosqx+C, -singx)+C, e +C, -e* +-..

m: y*“—6-y"+11.y'—6y=0 Considero la sua equazione caratteristica:

A°—61*+111-6=0 che possiede 3 radici reali e distinte: 4,=1, 4,=2, 1,=3

L’ integrale generale dell’equazione differenziale proposta &: y*(Xx)=Ce*+C,e* +C.e*

y® —7yW +19y"-25y"+16y'—4y=0
Considero la sua equazione caratteristica: A°—74"+191°-251°+164—4=0 che possiede due

radici distinte, la prima con molteplicita 2, la seconda con molteplicita 3:
W=2y=2, Jo=2y =75 =1
L’integrale generale dell’equazione differenziale proposta é:
y*(x)=Ce*+C,xe™+Ce* +C,xe* +C,x’e"
yW-1=0 1'-1=0 A4=-1, 4,=1, L=—i, 4,=i (p=0, q=#1)

y*(x)=C,-e*+C,-e*+C,-cosx+C,-sinx = integrale generale

Equazioni differenziali lineari omogenee complete a coefficienti cotanti:
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caso generale
a, Y "+a-y"Vra, - y" P eta -y ra (x) y=f(x) [57]
con a,,a,a,, :-,a,,,a, costanti.
L’integrale generale dell’equazione differenziale [57] e: y(x):yp(x)+ y*(x) [58]
Dove y*(x) ¢ 'integrale generale (che sappiamo calcolare) dell’equazione differenziale

omogenea associata, mentre y_(X) & un integrale particolare dell’equazione completa [57] che

sappiamo calcolare col metodo di Lagrange.

Poiché tale metodo risulta, a volte, laborioso nei calcoli, esponiamo un metodo indiretto per la

determinazione  dell’integrale  particolare, chiamato metodo dei coefficienti
indeterminati.
Tale metodo viene applicato quando il termine foto f(x) dell’equazione [57] e una funzione

avente una particolare forma analitica.

Metodo dei coefficienti indeterminati

Primo caso: f(x) & un polinomio di grado k, cioé:  f (X)=b,x +bx“*+---+b =P(x) [59]
L’equazione [57] ammette come integrale particolare y_(x) il polinomio x"-Q(x), cioe:

Yo (X) = X-Q(X) = X" (AX* + AX' 4k A )
dove r ¢ I’ordine di molteplicita della radice A=0 dell’equazione caratteristica

a,-A"+a A" +a, A"+ +a,, - A+a,=0  [56]
e Q(x) un polinomio a coefficienti A indeterminati avente lo stesso grado k del termine noto:
f(X)=bX +bX" +:-vr et by [59]
Questo significa che il polinomio Q(x) ha la seguente espressione:
Q(X)=A X +A X"+ + A -x+A  [60]

Se risulta: @,#0 alloraé: r=0 (laradice 1=0) nonesiste y,(x)=Q(x)
Se risulta: @,=0Aa,, #0 alloraé: r=1 (laradice 2=0 ha molteplicita 1) y,(x)=x-Q(x)
Serisulta: a,=a,, =0Aa, , #0 alloraé: r=1 (laradice 1=0 ha molteplicita 2).y,(x)=x*-Q(x)

e cosi di seguito.
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Sostituisco nell’equazione [57] y,(X)=x"-Q(x) e le sue n derivate ed applico il principio di
identita dei polinomi, imponendo che il primo membro dell’equazione trovata sia identicamente
uguale al secondo membro. Otteniamo un sistema lineare nelle incognite A che vengono

determinate in maniera univoca.

y'—y'+y'=x*+1 A°-1*+1=0 A=0 @:%—gi @:%+§i

VB o o an V3

1
y*(x)=C,+C,e? -cosTi+C2e2 -sin7i
Un integrale particolare dell’equazione differenziale proposta ¢:
Yo (X)=X(AX* +Ax+A )= AX + AX*+ Ax laradice 1=0 ha molteplicita 1 (r=1)

Derivando e sostituendo nell’equazione proposta otteniamo:

3A =1 1
3AX:+2(A —3A ) x+(6A —2A +a,)=x+1 {A-3A =0 A3
6a,—2A+A, =1 [A=A=1

1 ) .
Y, (x) = > x*+x*+Xx L’integrale generale dell’equazione proposta é:

1 J§ 1 \/§

y(x)=y,(x)+ y*(x):%x3 +x2+Xx+C,+C,e2 -cos7i+C2 e’ -sin7i

Secondo caso: f(x) ¢ il prodotto di un polinomio P(x)=AX"+---+ A di grado k per una
funzione esponenziale e’ con S costante. f(x) = P(x)-e

Se B non ¢ radice dell’equazione caratteristica a,-A"+a,-A""+a,-A"?+---+a_ ,-A+a =0
[56] allora un integrale particolare della [57] &: ly, (x)=(AX‘+AX"+--+ A Xx+A )-e*

Si sostituisce nella [57], si applica il principio di identita dei polinomi e si trovano i valori del
coefficienti A.

Se S e radice multipla di ordine r dell’equazione caratteristica
a,-A"+a A" +a, A" +-+a,,-A+a,=0 [56] alloraun integrale particolare della [57] é:
Yo (X) =X -(AX+ AX 4o+ A X+A )-e”

Per la determinazione dei coefficienti A si procede come prima.

Caso particolare: P(x)=1 = f(x)=” = y (x)=¢”
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y'=2y'+y=e* (P(x)=1) A*-21+1=0 A4 =4,=1(r=2)

y*(x)=Ce* +C,xe* = integrale generale dell’equazione omogenea associata

A =1 =radice multipla di ordine 2 dell’equazione caratteristica associata all’equazione proposta
y,(X)=x*-A-e*=A-x*-e* (k=0) y'(x)=2Axe"+ax’e"

y'(X)=2Ae" +2Axe" + 2Axe* +ax’e’ Yy -2y'+y=e* = 2Ae*=¢€* A:%

Yo (X):% x’e* = integrale particolare dell’equazione differenziale proposta

1 . . . .
y ( X) =Ce*+C,xe* +§ x’e* = integrale generale dell’equazione differenziale proposta

Terzo caso: f(x)=P(x)-e”+Q(x)-e”
Basta cercare un integrale particolare y,(x) di f(x)=P(x)-e”™ ed un integrale particolare
ypz(X) di f(X)=Q(X)-eﬁX . yp(x)=yp1(x)+yp2(x) ¢ Dintegrale particolare di

f (x)=P(x)-e™+Q(x)-e

Quarto caso: f(X)=p-coskx+q-sinkx con p,q,k costanti reali

In questo casi un integrale particolare ci viene fornito da yp(x)=A~coskx+B~sinkx se +ik non

sono radici dell’equazione caratteristica, da Y, (X)=Xr -(A-coskx+B-sin kx) se =ik sono radici

(aventi molteplicita r) dell’equazione caratteristica. 1 valori delle costanti A,B vengono
determinate procedendo come prima.

Quinto caso:

f (x)=e”-coskx oppure f(x)=e”-sinkx oppure f(x)=e”-(coskx+sinkx)
Un integrale particolare ci viene fornito da:
y,(x)=e”-(A-coskx+B-sinkx) se B+ki non sono radici dell’equazione caratteristica associata
Y, (X)=x"-e”-(A-coskx+B-sinkx) se S+ki sono radici (aventi molteplicita r) dell’equazione
caratteristica associata
Sesto caso:

f (x)=P(x)-coskx oppure f(x)=P(x)-sinkx oppure f(x)=P(x)-(coskx+sinkx)
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Un integrale particolare ci viene fornito da:

yp(x):e" *-(A-coskx+B-sinkx) se S+ki non sono radici dell’equazione caratteristica associata
Y, (X)=x"-e”-(A-coskx+B-sinkx) se S+ki sono radici (aventi molteplicita r) dell’equazione
caratteristica associata

Settimo caso:  f(x)=e”[ A(x)-coskx+B(x)-sinkx] con A(x) e B(x) polinomie /3 e k
numeri reali. Se S+ki non sono radici dell’equazione caratteristica allora un integrale particolare
ci viene fornito da: 'y, (x)=e”*[ A (x)-coskx+B,(x)-sinkx| dove A(x) e B;(x) sono polinomi
i cui gradi non superano il maggiore fra i gradi dei polinomi A(x) e B(x). Dei polinomi A(X) e
B,(x) bisogna calcolare i coefficienti utilizzando il principio di identita dei polinomi.

Se p+ki sono radici (aventi molteplicita r) dell’equazione caratteristica allora un integrale
particolare ci viene fornito da: 'y, (x)=x"-e”[ A (x)-coskx+B,(x)-sinkx ]| dove A(x) e B(x)
sono polinomi i cui gradi non superano il maggiore fra i gradi dei polinomi A(x) e B(x). Dei
polinomi A (x) e B,(x) bisogna calcolare i coefficienti utilizzando il principio di identita dei
polinomi.

Ottavo caso: f(x)=P(x)-e”-coskx oppure f(x)=P(x)-e”:sinkx  con P(x)

polinomio di grado k. Si tratta di un caso particolare del precedente.

Se pxki non sono radici dell’equazione caratteristica allora un integrale particolare ci viene
fornito da: 'y, (x)=e”[ A(x)-coskx+B(x)-sinkx| dove A(x) e B(x) sono polinomi di grado
<k, dei quali bisogna calcolare i coefficienti utilizzando il principio di identita dei polinomi.

Se p+ki sono radici (aventi molteplicita r) dell’equazione caratteristica allora un integrale
particolare ci viene fornito da: 'y, (x)=x"-e”*[ A(x)-coskx+B(x)-sinkx | dove A(x) e B(x)
sono polinomi di grado <k, dei quali bisogna calcolare i coefficienti utilizzando il principio di
identita dei polinomi.

y"—4-y"+13- y'=x(e2x+x)
Questa equazione differenziale puo essere scritta anche nella seguente maniera:

y'—4-y" +13-y'=x-e> +x°
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Consideriamo ’equazione omogenea associata y”"—4-y"+13-y'=0 che hacome

equazione caratteristica 1°-44° +13/1=ﬂ(22 —4/1+13)=O

Le soluzioni dell’equazione caratteristica sono: 4,=0 A4,=2-3i A4,=2+3i p=2 q=3
L’integrale generale dell’equazione omogenea associata ¢ il seguente.
y*(x)=C,-e"*+e™(C, -cosgx+C,-songx) y*(x)=C,+e*(C,-cos3x+C,-son3x)

Per calcolare I’integrale particolare dell’equazione differenziale proposta posso considerare

le due seguenti equazioni differenziali: y”—4-y"+13-y'=x-€”* y"—4.y"+13-y'=x’

Poiché =2 non ¢ soluzione dell’equazione caratteristica A°—44°+131=0 un suo integrale

particolare avra la seguente forma: y,,(x)=(Ax+B)-e** con A B costanti da determinare.

Le derivate che ci servono per la sostituzione nell’equazione differenziale proposta sono:

Yo (X)=A-e*+2( Ax+B)-e” =e® ( A+2Ax+2B)=(2Ax+ A+2B)-e*
ygl(x)=2A~e2X+2(2Ax+ A+2B)-e* = (2A+4AX+2A+4B)=(4Ax+4A+4B)-e*
yr (X)=4(Ax+A+B)-e*
ym (X)=4A-e* +8( Ax+A+B)-e”=e”* (4A+8Ax+8A+8B)=(8Ax+12A+8B)-e”
ym (X)=4(2Ax+3A+2B)-e*"
Sostituendo nell’equazione differenziale proposta otteniamo:
4(2Ax+3A+28)- 7 ~4| 4(2Ax+3A+2B)- £ | +13] (2Ax+A+2B)- 7 |=x- £
4(2Ax+3A+2B)—4[ 4(2Ax+3A+2B) |+13[ (2Ax+A+2B) |=x  18Ax+9A+18B=x

18A =1

Applicando il principio di identita dei polinomi otteniamo il seguente sistema:
9A+18B=0
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Aol
_18 1 1 2X 1 2X
= —x—— |.e*=—(2x-1)-
g1 Yiu (%) (18)( 36) ¢ 36( x-1)-e
36

Poiché A1=0 & soluzione dell’equazione caratteristica A°—44°+131=0 avente molteplicita r=1 un
suo integrale particolare avra la seguente forma:

Yoo (X)=X(AX*+Bx+C)=Ax’+Bx*+Cx con A B,C costanti da determinare.

Le derivate che ci servono per la sostituzione nell’equazione differenziale proposta sono:

¥, (X)=3Ax*+2Bx+C yr,(X)=6Ax+2B y7,(x)=6A

p2
Sostituendo nell’equazione differenziale proposta otteniamo:

6A—4(6Ax+2B)+13(3Ax" +2Bx+C) =X’

Semplificando otteniamo: 39AX +(—24A+26B)x+(6A—8B+13C) =X’
39A =1
Applicando il principio di identita dei polinomi otteniamo il seguente sistema: < —24A+26B =0
6A—-8B+13C =0
Aol
39
4 1, 4 6
B=—r X)=X| =X+ —X+——
169 Voo (X) (39 169 2197)
c._8
2197

1 (1 4 6
yp:yp1+yp2 :£(2X—1)-ez +X[§X2+@X+Tg7j y(X):y*(X)+yp(X) =

y(x)=C1+e2X(02-cosBx+CS-son3x)+3_16(2x_1).92x+X(%Xz+%x+21697j

48



Equazioni Differenziali

Equazione di Bernoulli

Dicesi equazione di Bernoulli ogni equazione differenziale del primo ordine riconducibile alla

seguente forma: a(x)y +b(x)y +c(x)y"=0 conndiversodaleO.
Tale equazione differenziale e facilmente riconducibile alla seguente forma canonica:
y' + p(x)-y=q(x)-y" cioe: y(x)=a(x)-y(x)+b(x)-y*(x) [A]
dove p(x) e q(x) sono funzioni continue in uno stesso intervallo [a,b] ed n & un numero reale (che

si puo ritenere diverso da zero e da uno, per non ricadere nel caso delle equazioni lineari. Questa

equazione puo essere ricondotta ad un’equazione lineare mediante le seguenti considerazioni.

Moltiplico ambo i membri per y™" ottenendo: Y-y " + p(x)-y " =q(x) [B]
1
Pongo: z(x)=y"" { y =2'"° } [C]

Derivando ambo i membri otteniamo: ~ z'(x) = (1-n)-y"-y" , y-y" = M
Sostituendo questa espressione nell’equazione differenziale [B] otteniamo la seguente equazione lineare:
Z'(x

20, p(2=a() 2(+A-0)p()-2()=(-n)a(x) 7(x)+a(x)-2(x)= 1 (x) [0]

Si tratta di una equazione differenziale lineare completa nell’incognita z(x) del tipo

y'(x)+a(x)- y(x)=f (x)
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Sostituendo nella [C] I‘integrale generale Z(X) dell’equazione differenziale [D], otteniamo
l‘integrale generale dell’equazione di Bernoulli: y(x)= 1:"/z(x)
Seé n > 0 occorre poi considerare a parte la soluzione y=0.

Infatti, y = 0 é certamente una soluzione dell’equazione differenziale [B] In particolare, € un

integrale singolarese 0 < n < 1.

y'—=-y=-xy* [F] Semoltiplico ambo i membri per y™* ottengo:
X
- 3/l
Pongo: z = y° [y: z3 = —} , 7 =-3y"y
z

7 = —E-z + 33, z'+§-z:3x3 [E]
X X

Si tratta di una equazione lineare completa del primo ordine, che sappiamo risolvere.

. . : 3 dz 3 dz
Considero I’equazione omogenea associata: z'+—-z2=0 —=——-2 —=——

X dx X yA X
1 1 3 3
J.Ed z:—SJ.;dx INnz=—3Inx+InC Inzx’=InC zx°=C

C _. . :
— =integrale generale dcll’equazione omogenea associata
X

z*(x)=

Mi trovo [Dintegrale generale dell’equazione lineare completa del primo ordine proposta

supponendo che la sua struttura analitica sia la stessa dell’equazione omogenea associata, cioe

supponendo che: z(x)=7/(x) abbia la stessa struttura di z*(x)=E

N x3

(X =3y 7’X37—7' 37
Z(X): NG

Sostituendo nella [E] otteniamo: __}Z )—/ 3x° ———3x 7'=3x° %:3%’
X

dy=3x°d x _[dy 3jx dx y(x)= 3x +h z(x)= %_—x +h

\IOO

z=$x“+£3 = integrale generale dell’equazione differenziale |E]
X

y= {3 x* +£3} = integrale generale dell’equazione differenziale [F]
X
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y=x-y—x-y° y-y?=x-y?-x Pongo: z=y"®=y? Ottengo: y2=1 7'==2y°.y
z
y'~y‘3=—%-z’ —%-Z'=X-Z—X 7/=-2x-z+2x [G]

Considero I’equazione omogenea associata: z'=—2X-z [H ]

E=—2x~z E:—2xd X
dx z

J'ld z:—zjxd X INz=—x*+C z=e%*=¢®.e¥=h.e*
z

2 - P) . .
z*(x):h-e*X = integrale generale dell’equazione omogenea associata

Mi trovo I’ integrale generale dell’equazione lineare completa del primo ordine proposta

supponendo che la sua struttura analitica sia la stessa dell’equazione omogenea associata, cioe

supponendo che: z(x):y(x)-e*XZ abbia la stessa struttura di z*(x):h-e’xz
Z'(x)=y e 2y

Sostituendo nella [H] otteniamo: ;/’~e‘xz—;;we/x[=—/wé/x{+2x ¥ e =4+2x

y'=2x-e° y(x)=_[2x~ex2dx=exz+K z(x)=7/(x).e‘XZ = z(x):(exz+K)-e’x2=1+K-e’X

2

o1 1 1 4 e;
z \/ex+k

y = =—_X2 y:i =
1+K-e J1+K e

y'+xy=x’y* Se moltiplico ambo i membri per y~° ottengo:  y -y’ + xy? = x°

Pongo: z = y? ,ottengo: z' = -2y°-y’ 72— 2xy=—2x°

Leintegrale generale di questa equazione differenziale lineare vale: z(x):x2+1+k-eX2

Lcintegrale generale dell’equazione differenziale data ¢ dunque:

1

y2=x2+1+k-e* y= =
i\/x2+1+k-ex
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ax+hby+c J

Equazioni differenziali del tipo y'(X)=%= f (81X+bLY+C1

ax+by+c=0

Se le rette ax+by+c=0 e ax+by+c,=0 non sono parallele si risolve il sistema:
ax+by+c =0

esia P,(X,,Y,) il loro punto comune. Introduciamo due nuove variabili mediante le seguenti

—=— Yy (x)=V'(u
y=Y,+V V=Y-Y, (x)=v(w)

X=X,+U U=X-X, dx=du dy dv
dy=dv dx du

trasformazioni: {

a(x,+u)+b(y,+v)+c=0 ax,+au+by,+bv+c=0 ax,+by,+c=0 au+bv=0
Procedendo in maniera analoga abbiamo: au+bv=0

ax+by+c—au+bv ax+by+c, —au+byv

\'

a+b—
yf(x):ﬂ:f(M] - yf(x):ﬂ:f(awbv]:f . :f(amzj ,_V
dx ax+by+c u
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Pongo: z=Y=YYe y_z.u v(u)=z-u+z Vf(u):f[ a+sz Z'.u+z:f(a+bz]
8, +bz

u z-u, a,+bz
E.u+z= f [ a+bz j Si tratta di una equazione differenziale a variabili separabili.
du a,+bz

) 3X+y+2 3X+y+2=0 X, =—2
: y(x)=—y B P.(-2.4)
2X+4y-12 |2x+4y-12=0 |y,=4

U=X—X,=X+2

=—2+U
Pongo:{ Ottengo: 3x+y+2 —»>3u+v 2x+4y-12 ->2u+4v {
y=4+v v=y-y,=y-4
dx=du dv d , , d 3X+y+2 dv 3u+v
gy V=g () Y=g = v (u)=
dy=dv du dx dx 2x+4y-12 du 2u+4v
Vv
3+—
V'(u)=—-*4 LI i SN v=v(u)=z-u [z=2(u)]
244V 2+4z u x+2
u

! ’ ’ V'( ):
V(u)=z"-u+z-1=7"-u+z 2+4z

_3+z | 3+7-27-47° 3-7-47°

, 3+12 ,
Z'-u+z= = 7'-u= A =
2+4z 2+4z 2 + 4z 2 + 4z
dz 3-z-4z2" u 3-z-4722 1 1 2 + 4z
— = —=———— —.dU=——=-dz
u 2 + 4z du 2+4z dz u 3-z2-4z
Integrando ambo i membri otteniamo: J.ld u=—.|‘%~d z
u 4z2°+z2-3

2 + 4z 2 + 4z 2 1 20 1
= _—._+_.
47 +7-3 (4z-3)(z+1) 7 z+1 7 4z-3

2 + 4z 2 1 20 1 2 1 20 1
e Ly Py
47°+72-3 7 z+1 7 4z-3 7 °'72+1 7 “4z-3
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2 + 4z 2 5 1 2 5
I—422+Z_3.d z :7-|n|2+1|+?-J'md(42—3):7-|n|z+1|+?.|n|4z_3|

injul+In[C|=—2-Infz+3-2-nj4z -3 In|(x+2)C|=—2-In[z+1~2-Inj4z—3

4y-16
X+2

_3‘

In‘(x+2)C‘:—§-ln y—_;"+]{—g-ln
X+

2. x+y—2‘ 5 In‘—3x+4y—18‘

x+2 | 7 X+2

Se le rette ax+by+c=0 e ax+by+c =0 sono parallele I’equazione differenziale assume la

forma: y'(X)=

dx ax+by+c,

sostituzione: ax+by=z Otteniamo: z'(x)=a-+by'(x) ZEX)—%zf[HCj

Z+cC,
. ! X+y+3 . . ! 4 ’ ’ ! Z+3
DY (X)= Pongo: x+y=z Ofttengo: 1+y'=2" y'=7'-1 y'(X)=—
X+y—7 z-7
, z+3 z+3 , 22-4 dz 2z-4
'-1=—— 7'=1+ Z'= —=
z-7 z—7 z-7 dx z-7

22 14 27—4— 10 21 4 1
= -[224 -[ 22-4 _I224 —I22_4dz

x+C:%z—gln|Zz—4| 2x+2C=z-5In|2z—4] 2x+K=x+ y—5|n|2(x+ y)—4|

2x+K=x+y-5In2x+2y—4| x+K=y-5In|2x+2y—4 x+K=y-5In|2(x+y-2)|

x+K=y-5In2-5In|x+y—-2| x+K+5In2=y-5In|x+y—2| x+H=y-5In|x+y-2|

d ax+by+c . . . . .
y_ f [—y] e ’equazione differenziale ottenuta si risolve mediante la
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Sommario
Equazioni differenziali lineari omogenee a coefficienti cotanti del secondo ordine
a-y"(x)b-y'(x)qc-y(x)=0 [19] @a:4°+b-A+c=0 [20] equazione caratteristica associata
L’integrale generale y*(x) dell’equazione [19] € dato da:
* Yy (x)=C,-e*+C, ™ [21] se: A=b’—4ac>0 cioe 4,4, radici reali e distinte

o y'(x)=C,-e®+C, -x-e” =(C,+C,-x)-e® [22] A=b’—4ac=0 cio¢ 4,4, radicirealie
coincidenti
® y (x)=C,-e™cosgqx+C,-e™singx=e™-(C,-cosgx+C,-singx)  [23] A=b’-4ac=0 cioé

A, A, radici reali e complesse e coniugate A4,=p-q-i e L, =p+q-i

Equazione lineare del secondo ordine completa a coefficienti costanti

a-y"(xpb-y'(xpre- y(x)=f(x) [24]

<<L‘integrale generale y(x) dell’equazione completa si ottiene aggiungendo
all’integrale generale y'(x) dell’equazione omogenea associata un integrale

particolare y,(x) dell’equazione completa y(x) = y,(x)}+y’(x) >>.
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Metodo di Lagrange o della variazione delle costanti per la determinazione

del’integrale particolare y (x) dell’equazione completa.
Trovati gli integrali particolari y,(x) ed y,(x) dell’equazione omogenea associata possiamo

scrivere il suo integrale generale nella seguente maniera:  y"(x)=c, - y,(X}+¢, - y,(x)
Un integrale particolare dell’equazione [24] ha la seguente struttura:
Yo(X) = 7(})Na(X) + 72(X)¥,(X) [25]
dove 7,(X) e 7,(x) sono due funzioni delle x che si ottengono risolvendo il seguente sistema:
{yl(X)-yi(X) + ¥5(x)-75(x) = 0

V(%) 7i(%) + ya(x)-75(x) = f(x)
Ci troviamo prima le funzioni y/(x) e ;(x) e, successivamente, attraverso altre due integrazioni,
determiniamo le funzioni yl(x) e 72(X) e, di conseguenza, troviamo I’integrale particolare
Yo(X) = 7.00)¥(X) + 72(X)y,(X) [25]

Se il determinante (detto Wronskiano) del sistema di equazioni [26] e diverso da zero, allora

possiamo determinare in maniera univoca le funzioni yi(x) e ;/’z(x) che, con due successive

integrazioni, ci consentono di individuare le funzioni y,(x) e 7,(x).

= %(%) ¥a(x) # ronskiano X) = 0 %(y) X) = n(x) - 0
0= i yatg | 7O RO WO =)y | ) =g 10
A = el 0= [ e 00 - g ) - [ ede

Se vengono date le condizioni iniziali abbiamo:

«Wi(x) s Wi(x) W (x)

0= [ g 9= [ e OSSN

Leintegrale generale dell’equazione differenziale [ 24] risulta uguale a:  y(x) =y, (X)+ y (x)

Osservazione: Se, quando integriamo le funzioni yj(x) e y4(x), noi introduciamo le

corrispondenti costanti arbitrarie, allora otteniamo direttamente 1’integrale generale dell’equazione

differenziale [24], che pu0 essere scritto nella seguente maniera:
Wi(x) W, (x)
X) = VyX) | =dx + h| + y,(x)|| —=—=dx + k
o) =0l )U W) } & )D W(x
Come é facile intuire, il metodo appena esposto per la determinazione di un integrale particolare

y,(x) ha il grave inconveniente di ridursi alle integrazioni: j yi(x)dx j 7 5(x)dx
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che, spesso, presentano notevoli difficolta. Per tale ragione esporremo, in seguito, un metodo
mediante il quale tali integrazioni si possono evitare. Tale metodo puo essere applicato quando il

termine noto f(x) dell’equazione differenziale assume forme particolari.
Osservazione: Sein y,(X) e y,(x) incorporiamo le costanti k, e k,, allora

Yo(X) = 7:(X)¥i(X) + 7,(X)y,(x) ¢ lintegrale generale y(x) dell’equazione differenziale proposta.
Metodo di Cauchy o della forma del termine noto o dei coefficienti indeterminati

Serve per calcolare un integrale particolare dell’equazione differenziale [24]
) f(x) =bx +bx“* +--=--+ b, = polinomio di grado k
Y, (x)=x"-Q(x) = xr(A,xk + AXT e + A()
dove Q(x) rappresenta un polinomio di grado k, cioe un polinomio avente lo stesso grado di f(x) :

r rappresenta l‘ordine di molteplicita della radice zero dell’equazione caratteristica

a-1’+b-1+c=0.¢c20 = r=0 ¢=0 = r=1 b=c=0 = r=2

Ae™ se BrA B#A,
e f(x)=he” con h,feR noti Y,(X) = SAx-e” se B =4 = 4

Ax*-e™ se B =2 =4,
o f(x)=P(x)-e” con P(x) polinomio di grado k
1°caso S non ¢ radice dell’equazione caratteristica associata y,(X) = (A)xk 4ot Ak)eﬂx
2°caso /e radice avente molteplicita r (cioe 1 oppure 2) dell’equazione caratteristica associata
Yo (X) = X" (AX< +--+ A)e”
e f(x)=p-coskx+ q-sinkx
yp(x) = A-coskx + B-sinkx se +ik non ¢ radice dell’equazione caratteristica associata
a¥ +bl+c=0
yp(x) = X(A-COSkX + B-sin kX) se xik ¢ radice dell’equazione caratteristica associata
a¥ +bi+c=0
e f(x)=e”[P(x)-coskx + R(x)-sinkx

y,(x) = e [E(X)-Coskx + R(x)-sin kX] seinumeri B + k-i non sono radici dell’equazione
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caratteristica associata al’> + b4 +¢c =0
Y, (X) = xe”[ P(x)-coskx + R(x)-sinkx]  seinumeri g + k-i sono radici dell’equazione
caratteristica associata a4* + bA +c =10

P(x) ed R(x) sono polinomi di grado uguale al maggiore dei gradi dei polinomi P(x) ed R(x)

| coefficienti dei polinomi E(X) ed B(X) vanno determinati sostituendo nell’equazione
differenziale proposta ed applicando il principio di identita dei polinomi.

e se f(x) &lasommadi pit termini f(x), f,(x),--- dei tipi sopra considerati, allora l‘integrale
particolare ci viene dato dalla somma degli integrali particolari corrispondenti a ciascun termine
di f(x).

Sommario
Equazioni differenziali lineari omogenee a coefficienti cotanti
a-y¥+b-y?+c.y"+d -y +e-y=0 [54] con a,b,c,d,e costanti.
equazione caratteristica associata: a-A‘+b-A°+c-1*+d-1+e=0 [56]

Le sue soluzioni A, 4,,4,,4, possono essere: (a) reali e distinte (b) reali e coincidenti

(c) complesse e coniugate.
(a) radici reali e distinte 4 integrali particolari

Ay X

Vi (X)=e", ¥, (x)=e"", y5(x)=e*", y,(x)=e

L’integrale generale della [54] & |y*(x)=C,-e**+C, -e**+C,-e**+C, -e*

(b) radici reali ma non tutte distinte /1 #/1,=1,=/1, 4 integrali particolari

yi(X)=e"", y,(x)=€"", y,(X)=x-%", y,(X)=x>-e*"

L’integrale generale della [54] & |y*(X)=C,-e**+C,-e**+C, - x-e*"+C, - X" -
(c) due radici reali distinte e due radici complesse e coniugate
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A#hy A=p-i-q A =p+iq

Y, (X)=e"*, y,(x)=e"", y,(x)=e"™-cosgx, y,(x)=e*-singx

y*(x)=C,-e**+C,-e?*+C,-e"-cosgx+C, -e™-singx=C, -e**+C, -e**+eP*(C,-cosgx+C, -singx)
Equazioni differenziali lineari completa a coefficienti cotanti
a-y“+b-y®+c.y+d-y'+e-y=f(x) [57] conab,cd.e costant.

Il suo integrale generale & y(x)=y*(x)+y,(x) dove y*(x) ¢ I’integrale generale [54] e

y,(X) un integrale particolare della [57]
Metodo dei coefficienti indeterminati per il calcolo di y, ()
(1)  f(x)=m-x*+n-xX*+p-x*+q-x+t = polinomio di grado k=4

Yo (X)=x"-(Ax'+Bx’+Cx*+Dx+E)  con AB,C,D,E costanti da determinare ed r & il

grado di molteplicita della radice A dell’equazione caratteristica

a-A'+b-2°+c-A*+d-1+e=0 [56]

® ex0 = r=0 non cisono radici multiple y,(x)=Ax*+Bx*+Cx*+Dx+E

® e=0Ad#0 = r=1 a-A*+b-2A°+c-A*+d-1=0 = A-(a-2°+b-A*+c-A+d)=0

A=0 ha molteplicita 1, si tratta di una radice semplice dell’equazione caratteristica [56]
yp(X)=X-(AX4+BX3+CX2+DX+E)

o e=d=0nc#0 = r=2 a-A*+b-2°+c-2’=0 = 2°-(a-A*+b-2+¢)=0

A=0 ha molteplicita 2, si tratta di una radice doppia dell’equazione caratteristica [56]

yp(x)=x2-(Ax4+Bx3+C x2+Dx+E)
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con A B,C,D,E costanti da determinare imponendo che yp(x) ¢ una soluzione dell’equazione

differenziale [57]

(2) f(x)=P(x)-e”* = con P(x),ad esempio, polinomio di grado k=3
P(x)=AX’+Bx*+Cx+D

® se 3 non & soluzione dell’equazione caratteristica a-A*+b-1*+c-A°+d-1+e=0 [56]

yp(x)=(mx3+nx2+gx+t)-eﬁX con m,n,g,t costanti da determinare

o ;3 éradice multipla di ordine r dell’equazione caratteristica

a-A'+b-2°+c-A%+d-1+e=0 [56]

se, ad esempio, risulta r=2, abbiamo:

yp(x)=x2(mx3+nx2+gx+t)-eﬂX con m,n,g,t costanti da determinare

(3) f(x)=p-coskx+q-sinkx

® ik non ¢ radice dell’equazione caratteristica a-A1*+b-A*+c-A°+d-1+e=0 [56]

y,(x)=A-coskx+B-sinkx con A B costanti da determinare
e ik ¢ radice dell’equazione caratteristica a-A*+b-A°+c-A1*+d-1+e=0 [56] r =2 (ad esempio)
yp(x)zxz-(A-coskx+B~sinkx) con A,B costanti da determinare

(4) f(x)=e”-p-coskx oppure f(x)=e”-q-sinkx oppure f(x)=e”*-(p-coskx+q-sinkx)
con A3, p,q,k costanti note

e S+ik non sono radici del’equazione caratteristica a-A*+b-A*+c-A*+d-1+e=0 [56]

y,(x)=e”-(A-coskx+B-sinkx) con AB costanti da determinare
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e A+ik sono radici dell’equazione caratteristica a-A*+b-A*+c-A°+d-1+e=0 [56] aventi, ad

esempio, molteplicita r =2

y,(X)=x*-e”-(A-coskx+B-sinkx) con A B costanti da determinare

(5) f(x)=R(X- € { pcos kx+ gsin B> con B, p,qk costanti note e P,(x) polinomio di

grado m noto

e [ +ik non sono radici dell’equazione caratteristica a-A*+b-A*+c-A°+d-1+e=0 [56]

Y, (X)=e”*-[ T (x)-coskx+R(x)-sinkx | con T(x),R(x) polinomi di grado <m i cui

coefficienti sono da determinare

e pA+ik sono radici dell’equazione caratteristica a-A*+b-A*+c-A°+d-A+e=0 [56] aventi
molteplicita r
Y, (X)=x"-e”*[T(x)-coskx+R(x)-sinkx]| con T(x),R(x) polinomi di grado <m i cui

coefficienti sono da determinare

(6) f(x)=e”[ A(x)-coskx+B(x)-sinkx] con A(x) e B(x) polinominotie 8 e k numeri reali.

Se pxki non sono radici dell’equazione caratteristica allora un integrale particolare ci viene
fornito da: 'y, (x)=e”[ A(x)-coskx+B,(x)-sinkx]| dove A(x) e B(x) sono polinomi i cui
gradi non superano il maggiore fra i gradi dei polinomi A(x) e B(x). Dei polinomi A(x) e B;(X)

bisogna calcolare i coefficienti utilizzando il principio di identita dei polinomi.

Se pxki sono radici (aventi molteplicita r) dell’equazione caratteristica allora un integrale
particolare ci viene fornito da: 'y, (x)=x"-e”[ A(x)-coskx+B,(x)-sinkx ]| dove A (x) e B(x)
sono polinomi i cui gradi non superano il maggiore fra i gradi dei polinomi A(x) e B(x). Dei

polinomi A (x) e B,(x) bisogna calcolare i coefficienti utilizzando il principio di identita dei

polinomi.
(7) f(x)=P(x)-e”™-coskx oppure f(x)=P(x)-e”-sinkx con P(x) polinomio di grado k.

Si tratta di un caso particolare del precedente.
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Se p+ki non sono radici dell’equazione caratteristica allora un integrale particolare ci viene
fornito da: yp(x)=eﬁX[A(x)-coskx+ B(x)-sin kx] dove A(x) e B(x) sono polinomi di grado
<k, dei quali bisogna calcolare i coefficienti utilizzando il principio di identita dei polinomi.

Se p+ki sono radici (aventi molteplicita r) dell’equazione caratteristica allora un integrale
particolare ci viene fornito da: 'y, (x)=x"-e”[ A(x)-coskx+B(x)-sinkx ] dove A(x) e B(x)
sono polinomi di grado <k, dei quali bisogna calcolare i coefficienti utilizzando il principio di
identita dei polinomi.

(8) f(x)="Ff(x)+f,(x)+f,(x)+f,(x)-- con f(x),f,(x),f,(x),f,(x)--- funzioni dei tipi visti

in precedenza. In questa circostanza si considerino le seguenti 4 equazioni differenziali:
a-y“+b-yPic.y+d-y+e-y=f,(x) a-y?+b-y?ic-y"+d-y'+e-y="f,(x)
a-y Vb y@ ey +d-yre-y=1,(x) a-y?+b-y®@rcoyr+d-yre-y=1,(x) [57A]

Se  ¥ou(X),Ypa(X) Yps(X) ¥,pa(X) sono gli integrali particolari delle precedenti equazioni

differenziali, un integrale particolare dell’equazione differenziale

a-yW+b-yd .y +d-y e y=f,(x)+ f,(x)+ f5(x)+ f,(x)

edatoda: Y, (X)=Yu (X)+Yps (X)+ Y (X)+ Y, (X)

Metodo di Lagrange per larisoluzione delle equazioni differenziali lineari complete
(o metodo della variazione delle costanti arbitrarie)

Questo metodo ci consente di calcolare un integrale particolare y (x) quando conosciamo
I‘integrale generale y*(x) dell’equazione omogenea associata [4]. Consideriamo per semplicita
I’equazione del terzo ordine:  Y"+a,(X)-y'+a,(X):y'+a,(x)-y=f(x) [11] avente come
equazione omogenea associata: y”+a,(X)-y"+a,(X)-y'+a;(x)-y=0 [12]

della quale y;(X),Y,(x),Ys(x) sono tre integrali particolari fra loro linearmente indipendenti, cioe
a Wronskiano diverso da zero. Yy (X)=C,- ¥, (X)+C,- Y, (X)+C;- Y5(X)

I 3 integrali particolari sono fra loro linearmente indipendenti se I’equazione differenziale e a

coefficienti costanti.
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e Wronskiano W(x) di n funzioni y,(x),y,(x),---,y,(x) & il determinante formato dalle n
funzioni ¢ dalle loro derivate fine all’ordine n—1. Se. W(x) # 0 le n funzioni sono linearmente
indipendenti, se W (x) = 0 le n funzioni sono linearmente dipendenti.

Dell’equazione [11] ricerchiamo un integrale particolare y (x) avente una espressione formale

analoga a quella dell’integrale generale dell’equazione omogenea associata, nella quale pero alle

costanti c,,c,,c, si sostituiscono tre funzioni y,(x),y,(x),74(x) derivabili e da determinare.

Yo (X) = 7(X)- Y2(X) + 72(X)- Y2 (%) + 75(X)- Y5 (%) [13]
con y,(x),7,(x).75(x) (prima indicate con c,,c,,c, ) funzioni incognite da determinare in modo

che esse verifichino la [11]. *°

Vi(X) ¥a(x) ys(x)
W(x) =| yi(x) vs(x) ys(x) | [14]
yi(x) yi(x) yi(x)

Si dimostra che le funzioni y,(x),7,(X),7;(x) si ottengono risolvendo con la regola di Cramer il
) e poi integrando le suddette funzioni:

75(X)
+ Y5(X)-745(x) = 0
(

seguente sistema nelle incognite yl(x

Yi(X)71(X) + Ya(%)73(x) )y
Vi(X)-71(X) + y3(x)-75(%) + yi(x)-75(x) = 0 [15]
Yi(%)-74(x) + (%) 75(x) + y3(x)-75(x) = f(x)

o(x)

Si ottiene: 7i(x) = ((x) o(x) = 71(x)=j o(x)dx = A(x)
0 = 2 s = (=] s(x)dx=B(x)

7 = i = 40 = AO=fakk=Cc() ¥
Un integrale particolare dell’equazione differenziale [11] &:
Yo (0)=3,(%)-] o (x)ec v, (x)- S0 v (x)- | aa(x)c—
=1 (X)- A(X)+¥2(X)- B(x)+¥5(x)-C(x)

L¢integrale generale dell’equazione [11] &: y(x)=y,(x)+y(x)

*2 Le funzioni yl(X), yz(x) , y3(x) o le conosciamo preventivamente o dobbiamo conoscere qualche metodo che ci
consenta di calcolarle
= a(x) = W) A(X) = W(x)  D(x) = W(x)
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Equazioni differenziali esatte

Noi sappiamo che la forma generale dell’equazione differenziale del primo ordine in forma normale é:

dy

y'(X)=a(xy) cioe a:a(x,y) [o]

L’integrazione di equazioni differenziali di questo tipo non presenta grosse difficolta se la funzione

a(x,y) assume una delle tre seguenti forme:

a(xy)=M(x)-N(x) a(xy)=M(x) a(xy)=N(x)

Si tratta di equazioni differenziali a variabili separabili che abbiamo visto come si risolvono.

M (x,Y)
(x.y)

Nel caso piti generale abbiamo: (X, y)=— N e I’equazione differenziale [o] diventa:

M(xy)-dx+N(xy)-dy=0 [p]

Una espressione del tipo M (x,y)-dx+N(x,y)-dy [p] ¢ detta differenziale esatto se esiste una

funzione f(x,y) perlaqualerisulta: d f (X y)=M(x,y)-dx+N(x,y)-dy [P]

Se non esiste una siffatta funzione, allora 1’espressione M (X,y)-d X+N(X,y)-d y non é un

differenziale esatto. Si presentano tre questioni:

(1) Come si fa a sapere se una data espressione & 0 non é un differenziale esatto?

(2) Se Pespressione ¢ un differenziale esatto, come si trova la funzione f(x,y) di cui & un

differenziale esatto?

(3) Se I’espressione [ p] non ¢ un differenziale esatto, come si puo risolvere I’equazione differenziale

[0'] ?
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: Criterio per stabilire se la forma differenziale M (x,y)-dx+N(x,y)-dy & un

differenziale esatto. Supponiamo che le funzioni M (x,y) ed N(X,y) e le loro derivate parziali prime

_om
“ox

oM ON ON L - .
y =a—y, = N,=——siano continue in un dominio semplicemente connesso D .

M X A~ !
ox 7 oy

M N

Allora una condizione necessaria e sufficiente perché M (x, y)-d X+N (x, y)-d y sia un differenziale

esatto € che risulti: ﬂ:ﬂ
0y OX

Se queste condizioni sono verificate allora & possibile trovare una funzione f (x, y) per la quale risulta:

of of
df(xy)=M(x,y)-dx+N(x,y)-dy [P] EZM (xy) 6_y:N(X’ y)
. . . : _ M(xy) N .
equazione differenziale a(X,Y)——W cioe  M(xy)-dx+N(xy)-dy=0 ¢& una

equazione il cui primo membro é una forma differenziale lineare. Se tale forma e un differenziale

esatto, ’equazione si dice equazione differenziale esatta.

Per determinare la funzione f(x,y) possiamo utilizzare due procedimenti diversi che conducono

allo stesso risultato.

Primo procedimentofiil: Po(xo,yo) e un punto qualsiasi del dominio semplicemente

connesso D, allora la funzione f (x, y) si ricava applicando una delle due seguenti formule:

f(xy)=

S ey <

M(x,Y,)d x+j£ N(x,y)dy=C f(x, y):JX'M (x,y)d x+JX N (x,,y)dy=C

Se possibile, utilizzare come punto P, (X,,Y,) il punto O(0,0). Queste due formule possono essere

facilmente ricordate se utilizziamo i due seguenti schemi se, Come dominio semplicemente
connesso D scegliamo il rettangolo avente i lati paralleli agli assi cartesiani: A = Ja,b[ x Jc,d[
(intervallo di R?)

Con questa sostituzione basta integrare lungo la spezzata P,TP o lungo la spezzata P,EN
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y y

A A

E(X,, =
y P(X’ y) y ( . y) > dy 0 ) P(X’ y)
dx=0 dx=0
X = X,
Fo(%%) y=yo ay=0
Yo > T(X,Y,) Yo PO(XO, yo)

0 X, X "X 0 X, X X

X y
Quando utilizziamo la formula f (x, y):j M (x,y)d x+j N (x,,y)dy bisogna osservare che:
Xo Yo

(1) il primo integrale del secondo membro IM (x,y)d x ¢ calcolato rispetto ad x e la y ¢
Xo

ritenuta costante

y
(2) il secondo integrale IN (x,,y)dy & calcolato rispetto ad y .
Yo

y
Osservazioni simili valgono se utilizziamo la formula f (x, y)=j M (x,Y,)d x+j N(x,y)dy
X Yo

(3x2y—y2)dx+(x3—2xy+1)dy=0 M(x y)=3x’y—y* N(xy)=x"-2xy+1

Risulta: %=w=3x2—2y D=R?* che & un dominio semplicemente connesso

oy OX

La forma differenziale (3x*y—y”)d x+(x*—2xy+1)dy & esatta e possiamo calcolare la funzione
f(x,y) utilizzando, ad esempio, la prima formule e scegliendo come punto P,(x,,Y,) I’origine

degli assi cartesiani O(0,0)

f(x, y)='x[(3x2 -0-0)d x+'yf(x3 —2xy+1)d y:0+[x3y—xy2 + y];:x3y—xy2 +y=C
0 0
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L’integrale generale dell’equazione differenziale proposta ¢: x’y—xy*+y=C Si trova lo stesso

X y
risultato utilizzando la seconda formula  f (X, y)=j M (x,y)d x+_|. N(x,,y)dy=C

X Yo

f(xy)=

O ey <

(3x2y— yz)d x+i(0—2-0- y+1)d y:[x3y—xy2]:+[y](y):x3y—xy2+y:C
0

STl [ W TG T T T L Se e verificata la condizione %—M=%—N allora esiste una funzione
y X

f(x,y) perlaqualerisulta d f(x,y)=f -dx+f -dy=M(x,y)-dx+N(x,y)-dy

Questo vuole dire che  [51]  f _of

FoEMOy) f=SeN () [52)

Dalla [51], ritenendo la y costante, ricaviamo:

of=M(x,y)-0x = Iaf:jM(x,y)-6x+g(y) = f(x,y):IM(x,y)-6x+g(y) [53]

La costante additiva g(y) dell’integrale indefinito ¢ una funzione della y in quanto nella funzione

f(x, y) abbiamo ritenuto x variabile ed y costante. Per determinare la funzione g(y) utilizzo la

relazione fy:g—f:N(x, y) [53] rispetto ad y
y

Derivo ambo i membri della ﬂ=iJ'M (x, y)-ax+aig(y)

oy dy y
N(x,y):I%M(x,y)-8x+g'(y) N(x,y)zjaa—s-ax+g'(y) N(x,y)=jaN+g’(y)
N(xy)=N(xy)+K+g'(y) K+g'(y)=0 g'(y)=-K g(y)=-Ky
f(x,y)=IM(x,y)~ax—Ky+C [53]

Applichiamo questo procedimento all’esempio precedente.

La funzione f(x,y) da ricercare deve essere tale da soddisfare le due equazioni:
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of(xy) 2 \2 2 _\2

—:x y =3 - af = 3 - 6
x (x,y)=3x"y—y [ (3x*y-y*)ox]

—afa();’y)=Y(x,y)=X3—2xy+1 [of =(X3—2XY+1)5Y

Dalla prima di queste due equazioni possiamo ricavare f(x, y) effettuando una integrazione
indefinita rispetto alla variabile indipendente X (pensando fissa 1’altra variabile indipendente ).

Con cio otteniamo la f(x, y) a meno di una costante additiva dipendente dalla y. Integrando

otteniamo: j@f:j(szy—yz)ax f(xy)=xy-xy*+o(y) [5]
Adesso bisogna determinare la funzione (p(y) in modo che sia verificata anche la seconda

. of 3 of ,
equazione —=N{(X,y)=x"—-2xy+1 —=X"-2Xy+ =
q 2y (xy) y 2y y+¢'(y)

-2y +o(y)=X -2y +1  ¢(y)=1 = 3—(p:1 = dp=dy [dp=[dy

y

@=y+C sostituendo nella [5] otteniamo: ~ f (x,y)=x’y—xy’+y+C
- . of(xy) s s _
Se utilizzo la relazione a—_Y(x,y)_x —2xy+1 [of =(x*-2xy+1)ay ottengo:
y

J'af :I(x3—2xy+1)ay+ p(x)  f(xy)=xy—xy*+y+p(x)

0 fa())((a y)=3x2y2—y2+ p'(x) 3x2y2—y2=3x2y2—y2+p’(x) p’(x)=0 p(x)=C
f(x,y)=x’y—xy?+y+C Abbiamo trovato lo stesso risultato.

Quanto detto in precedenza puo essere sostituito dalle seguenti considerazioni.
La funzione f(Xx,y) puo essere calcolata anche in base al seguente ragionamento. Se f(X,y) é una

primitiva della forma differenziale lineare M dx+ N dy risulta identicamente: Z_f: M (x, y)
X
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Detti x, un punto fisso ed x un punto variabile dell’intervallo limitato e aperto ]a,b[, per ogni
y elc,d[ (cioé pensando di mantenere fisso y) abbiamo: f(x,y)= I M (x,y)dx+g(y)

(abbiamo effettuato una integrazione indefinita rispetto ad x mantenendo y costante; per questo

motivo la costante additiva & una funzione di y, cioe: C = g(y))
Partendo dalla relazione ?—f:M (x, y) ricaviamo f(x, y):jM (x,y)dx+g(y)
X

Derivando ambo i membri rispetto ad y otteniamo:

of xOM .
é_y: Xoé,—ydx+g I ;a‘%+g ):J.XoﬁN(x,y)+g'(y)
NOGY)=[N(xY) |5 +9'(y) . N(x,y)=N(x.y)—N(xo,y)+g'(y)

9'(y)=N(x.y) = 9(y)=], N(xy)dy+C

Partendo dalla relazione ?—;= N(x,y) ricaviamo f(x, y)=J.yy N(x, y)dy+p(x)

Derivando ambo i membri rispetto ad x e ricordando che Z_f: M (x, y) ricaviamo:
X

M(X,y)= I —dy+ I %g’i+ ):'[yiﬁM(x,y)+ p'(x)

M ¥)=M{Xy)-M (XY, )+p(X) g'(X)=X(XY,) P(X)= f (XY, )dx+C

Se possibile conviene scegliere come punto P,(x,,Y, ) il punto O(0,0)

Ritornando all’esercizio precedente abbiamo:

TMOy)=3Cy-y' f(xy)=(3y-y)dxrg(y) i—;=f§(3xz—ZV)dx+9'(y) ’

y
X =2y +1=X’-2xy+g'(y) 9(y)=1= g(y)=[dy=y+C = f(xy)=Xy—x"+y+C
0
Fattore integrante
Consideriamo e 1’equazione differenziale M(X, y)-d X+N(X, y)-d y=0 [p] con M (X, y),

N(x,y) definite in un dominio semplicemente connesso e supponiamo che tale equazione

differenziale non sia esatta. Questo significa che M(x,y)-dx+N(x,y)-d non & un differenziale
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esatto. Ci poniamo il problema di vedere se esiste una funzione g (diversa da zero) della sola
variabile x [£(x)] o della sola variabile y [A(y)] o di entrambe le variabili [ 5(x,y)] in m odo

che I’equazione differenziale equivalente alla data f-M (X, y) -dx+4-N (X, y) -d y=0 sia esatta.

oM _oN

oy O0x _
N(xy)

esiste una funzione S(x) della variabile x detta fattore integrante, tale che I’equazione

Teorema: Se I’espressione g(x) risulta funzione della sola variabile x, allora

differenziale S(x)-M(x,y)-dx+B(x)-N(x,y)-dy=0 ¢ esatta.

Il fattore integrante ﬂ(x) si ricava applicando la seguente formula: ﬂ(x)zejg(x)dx

oM _oN

oy OX _
N(xy)

esiste una funzione £(y) della variabile y detta fattore integrante, tale che I’equazione

Teorema: Se I’espressione p(y) risulta funzione della sola variabile y, allora

differenziale S(y)-M(x,y)-dx+8(y)-N(x,y)-dy=0 & esatta.

Il fattore integrante S(y) si ricava applicando la seguente formula: ﬂ’(y):ej"(y)dy

Osservazione generale: Si pud dimostrare che si pud rendere esatta ogni equazione
differenziale del primo ordine M(xy)-dx+N(x,y)-dy=0 [p] moltiplicandola per un

appropriato fattore integrante ﬂ(x, y). Tale fattore integrante ha la proprieta di verificare la

seguente relazione: %[ﬂ(x, y)-M(x, y)]=%[,3(X, y)-N(xy)]

Purtroppo non ¢ facile determinare A(Xx, y) partendo da questa equazione.
Esempio N°1: (1-x’y)-dx+(X’y=x’)-dy=0 M(xy)=1-x"y N(xy)=xy-x’

M 2N gy 3¢ (1-x*y)-d x+(x*y=x*)-d y non & un differenziale esatto
oy OX

Cerchiamo, se possibile, un fattore integrante. In questo caso risulta:
70



Equazioni Differenziali

oM _oN
oy Ox _ .\ 2 _ Jowo_ fiec op, 111
N (X,Y) (X) X IB(X) € € € eZInX (elnx)2 X2

L’equazione differenziale proposta, moltiplicandone ambo i membri per —, si trasforma nella
X

seguente equazione differenziale esatta: (i - y)d x+(y— x)-dy=0

X2

Scelto come punto P,(x,,Y,) il punto P(1,0) ed applicando la formula

f(x,y)=

= C— <

y
M (x,Y,)d x+IN(x, y)dy=C
0

Si trova che I’integrale generale & xy*—2x°y—2=C X
Esempio N°2: y*-dx+(xy-1)-dy=0 M(xy)=y* N(xy)=xy-1

aa—M=2y ¢%—N=y y?-d x+(xy—1)-d y non é un differenziale esatto
y X

Cerchiamo, se possibile, un fattore integrante. In questo caso risulta:

oM _oN
oy ox_ 1 vl gy 1 1
N(x,y) —p(y)— y ﬁ(y)_e =e =€ _elny_y

L’equazione differenziale proposta, moltiplicandone ambo i membri per —, si trasforma nella
y

seguente equazione differenziale esatta: y-d x+(x—1j-d y=0
y

Scelto come punto P,(x,,Y,) il punto P(0,1) ed applicando la formula

f(xy)=

O ) <

y

M(x,Y,)d X—I—IN (x,y)dy=C
1

Si trova che I’integrale generale ¢: xy—In|y|=C
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