Successioni di funzioni
Consideriamo una infinita numerabile ordinata di funzioni definite tutte su uno stesso insieme

A < R e, per semplicita, supponiamo che I’insieme A sia I’intervallo [a,b]:

{100} = { £1(X), £2(%), Fy(X) -, £ (X)o] [1]
Se & data una corrispondenza tale che ad ogni punto x = « €[a,b] associa la successione di
numeri reali {f.(a)} ={f(a). f,(a), f(a). f,(a),} si dice che la [1] & una
successioni di funzioni, e si indica col simbolo {fn(x)}.
Definizione Sia {f,(x)| una successione di funzioni definite in A=[a,b]< R.
Diciamo che tale successione di funzioni converge puntualmente in X c A=[a,b]c R
ad una funzione f(x) e scriviamo: Lim f(x)=f(x) [2] se Vx=aeXcA=[ab]lcR
la successione numerica {fn(u)} converge al valore f(a). L’insieme X prende il nome
di insieme di convergenza puntuale della successione di funzioni.
La successione di funzioni [1] converge puntualmente, diverge puntualmente, é
indeterminata in [a,b] quando tale risulta la corrispondente successione numerica per ogni
X = a €[a,b].

Supposto che V x €[a,b] esista finito il limite: Lim f (x) = f(x) [2]

n—+oo

Tale limite definisce una nuova funzione f(x) di x in [a,b]. Per la definizione di limite si ha che
Ve>0 e V X €[a,b] e possibile determinare in corrispondenza un indice n(g,x) (dipendente in
generale da £ e dax) tale chesiabbia:  |f(x)-f (x)|<z ¥V n>n(e,x) [3]

Quando I’indice n(g,x) e solo n(s), cioé dipende solo da ¢ e non dipende da x (questo significa
che, per un certo &, tale numero ¢ lo stesso V x €[a,b]), si dice che la successione di funzioni
¢ uniformemente convergente in [a,b].

Definizione di convergenza puntuale alla funzione limite f(x)
Si dice che la successione di funzioni {fn(x)} converge puntualmente alla funzione limite

f(x) se, V x €[a,b] e V&> 0 sipud determinare un indice n(g,x) tale che si abbia:

‘f(x) - fn(x)‘ <g¢ Vn>n(e,x) [3]
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E’ logico aspettarsi che I’indice n(g), a partire dal quale é verificata la relazione [3] dipenda non
solo da ¢ ma anche dal particolare punto x considerato. Quando la scelta dell’indice n(g) in
funzione di & puo essere fatta indipendentemente dalla x, allora abbiamo la convergenza uniforme.
Definizione di convergenza uniforme alla funzione limite f(x)

Si dice che la successione di funzioni {f,(x)} converge uniformemente in [a,b] alla
funzione limite f(x) se, V& >0 si puo determinare in corrispondenza un indice n(g) tale che,
qualunque sia xe[a,b] e ¥n>n(g),siabbia:  |f(x)-f, (x)|=|R,(x)|<e Vn>n(z) [4]
Teorema: Se una successione di funzioni {fn(x)} converge uniformemente in [a,b],

allora converge in [a,b] anche puntualmente. Non vale il viceversa, cioé una

successione di funzioni {fn(x)} puo convergere puntualmente in [a,b], senza convergere
uniformemente.

Una successione di funzioni che sia uniformemente convergente é certamente convergente
puntualmente, mentre una successione di funzioni pud essere puntualmente
convergente in tutti i punti di un intervallo [a,b] senza essere uniformemente
convergente in tale intervallo.

Quindi I'uniforme convergenza di una successione di funzioni € condizione piu restrittiva
della convergenza puntuale in quanto una successione di funzioni uniformemente
convergente in [a,b] é certamente puntualmente convergente, ma esistono
successioni di funzioni puntualmente convergenti che non risultano uniformemente
convergenti.

Esempio di successione di funzioni: {x”}:x,xz,x3,--~,x“,--- con 0<x<1, cioé con x €[0,1]
Lessico

e D = dominio della successione di funzioni = intersezione dei domini delle singole funzioni
della successione di funzioni

e X=[ab] = insieme di convergenza della successione di funzioni=dom f (x)

e L‘insieme di convergenza X e I’insieme dei valori x € D in corrispondenza dei quali
la successione di termine generico fn(x) e convergente, ovvero I’insieme dei valori x € D per i

quali esiste finito il Lim f, (x).

—>+00
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e Funzione limite f(x)=Limf, (x) Il valoredel Lim f (x) dipendera dal valore di x e

n—>+o N—>+o
noi lo indicheremo col simbolo f(x). Definiamo funzione limite della successioni di funzioni
f,(x) lafunzione f(x): X > R oppure f(x):x— f(x)
ovvero la funzione f che ad ogni x dell’insieme di convergenza X associa, come
immagine, il valore del limite f(x).

<<Determinare l‘insieme di convergenza e la funzione limite della successione di

n n—+w n nN—+oo

funzioni: fn(x):(1+1j >> VxeR risulta: lim (1+£] = lim l:(1+1j } =e* e quindi
n

X=R e la funzione limite ¢ la funzione f(x) = e*. X=R=dom f(x)

Consideriamo come esempio

numerico la successione di funzioni

s M

Disegniamo i diagrammi delle prime

tre funzioni

Dal modo con cui si susseguono tali grafici (vedere figura) deduciamo che la generica funzione

f,(x) si avvicina sempre piu alla funzione f(x) = ¢* , come abbiamo dedotto teoricamente

calcolando il limite Lim(l + 1) = Lim{(l + ij } = e*.
n n—+o n

n—>+o
Studiare il comportamento della successione di funzioni f (x)=x" con 0<x<1, cioé:

f,:[0,1]>[0.1]cR:xe[0,1] > f,(x)=X"
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La successione di funzioni {f, (x)}={x"}=x,x",x*,--,x",-- quando xe[0,1] tende a O, mentre

tende ad 1 per x=1 (tutti i termini della successione valgono 1)

. |0 se 0<x<1
1se x=1

Questo risultato ci consente di affermare che la successione di funzioni proposta converge

0 se 0<x<1

puntualmente verso la funzione limite: f(x):{1 .
se X=

Vediamo se questa convergenza puntuale é anche uniforme. Se la convergenza puntuale
fosse anche uniforme, allora in corrispondenza di un ¢ positivo ed arbitrario (e come tale piccolo a

piacere, in simboli Y&>0) dovremmo potere determinare un indice ﬁ(g) non dipendente da

xe[0,1] per il quale risulti:

X"—f (x)|<g vn>f(e) Vvxe[0,1].

Per x=1 la condizione é verificata perché si ha:

I"-ll<e = 0<s& Vxe[0]
Per x=0 la condizione ¢ verificata perché si ha: [0-0|<¢ = 0<e& Vxe[0,1]
Per questi due valori la scelta di &£>0 piccolo a piacere non dipende dal valore di XE[O,].] :

Per 0<x<1 la condizione diventa:

x”—0|<g = X'<e¢ = Inx"<lng = n-Inx<lng =

n>:n—g in quanto xe[0,1] = Inx<0. In questo caso abbiamo: n(g,x)::n—g e, quindi possiamo
T nx

scrivere:

X" —0|<g Vn>n(e, x). Il compito che dobbiamo affrontare adesso & quello di stabilire

se & possibile sostituire Iindice n(&,x) con unindice (&) che non dipendente da x<]0,1] .

. , . . Ine Ing Ing
Calcoliamo I’estremo superiore della funzione n(,x). sup n(&,X)=sup —=——=—"=+o0
xelo] xpgInx Inl 0

La successione di funzioni {x”} nell’intervalli [0,1] converge puntualmente ma non

uniformemente.

Vediamo se la successione di funzioni proposta converge uniformemente in un intervallo del tipo

0<x<a<l
. . . Ing Ine Ine
Procedente come prima troviamo: n>—— sup n(&,x)=sup —=——
INX  xqo.a] xefoa] INX Ina
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Costatiamo che n(e,x)=n(g,a) non dipende dalla x. Detto (&) il pit piccolo numero intero

. .. Ing . _ ,.
maggiore del numero reale positivo a abbiamo: |x”—0|<g Vn>n(5). Nell’intervallo
na

0< x<a<l1 laconvergenza e uniforme.

Diagramma della successione di funzioni { f, (x)}={x"}=x,x*,x°-, x",---

f.(x)

9/16

1/a

1/8
1/16

(o] x

Osservazione: Se la funzione n(g,x) ammette nell’intervallo di convergenza puntuale X

estremo superiore (0 massimo) finito, qualunque sia la scelta di ¢, allora la convergenza e

anche uniforme. Questo significa che supn(e,x)=keR Ve&>0

xeX

Studiare il comportamento della successione di funzioni f_ (x)= 1 con 0<x<1.
nx
. : . X X X X X .
La successione di funzioni {fn(x)}z = , : ,--- nell’intervallo
nx+1] x+1 2x+1 3x+1  nx+1

xe[0,1] converge puntualmente in quanto risulta: lim
Nt AX 41

=0 la funzione limite &: f(x)=0
Vediamo se questa convergenza puntuale é anche uniforme. Se la convergenza puntuale
fosse anche uniforme, allora in corrispondenza di un & positivo ed arbitrario (e come tale piccolo a

piacere, in simboli V&>0) dovremmo potere determinare un indice ﬁ(a) non dipendente da

xe[0,1] per il quale risulti: —0Oj<e Vn>n(e) vxe[01].
nx+1
nx+1 1 X—¢& X—¢&
<g = <& >= = X&-Nn>X—& = N> n(e,x)=
nx+1 nx+1 X & Xe X&

La funzione n(e,x)= X=

\ . . : 1
e strettamente crescente in quanto la sua derivata prima vale: —
X& X



X—¢ 1-¢

sup n(&,x)=sup = = quantita finita
xe[0.1] xe[01] X& &
Costatiamo che n(g,x):n(g,a):l_—g non dipende dalla x. Detto ﬁ(g) il piu piccolo numero
&
. . . l-¢ . . _ l1-¢
intero maggiore del numero reale positivo —— abbiamo: —-0<e Vn>n(g)=—
£ nx+1 £

Nell’intervallo [0,1] la convergenza e anche uniforme.

Teorema: Sia M, =¢(n)=supR, (x,n)=sup

xeX xeX

fn(x)-f(x)| I’estremo superiore della

funzione R, (x,n). Se le funzioni f (x), f(x) sono equilimitate in X =dom f (x) allora la

successione di funzioni { f, (x)} converge uniformemente alla funzione limite f (x) se risulta:

lim[M,=¢(n)]=0

n—+wo

La successione {fn(x)} si dice equilimitata in X =dom f (x) se esiste un numero positivo

K > 0 tale che risulti:

f,(x)|<K VneN A VxeX =dom f(x)

n

Proposizione: Se esiste una successione numerica {a

fn(x)_ f (X)|:

funzioni {fn(x)} converge uniformemente ad f(x) in X =dom f (x) e viceversa.

} infinitesima ed a termini positivi tale

che sia

Rn(x,n)| vneN A VxeX =dom f(x) allora la successione di

Come verificare la uniforme convergenza di una successione di funzioni f,(x)

01) Si determina la funzione limite f (x) calcolando il seguente limite: ~ Lim f, (x) = f(x)

n—+w
02) Si calcola I’insieme di convergenza X :domf(x) della successione di funzioni fn(x).
Potremmo volere studiare I’uniforme convergenza in un sottoinsieme di X :domf(x) come
I’intervallo [a,b].

03) fn(x) converge puntualmente nell’insieme di convergenza X =dom f (x)

R, (x)]=

05) Ci calcoliamo I’estremo superiore (che potrebbe coincidere col massimo della funzione

04) Si calcola

f,(x)-f (x)|:Rn(x,n) considerando x variabile ed n costante

R,(x)) quando la x varia nell’insieme X =dom f (x) di convergenza puntuale. Se la
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funzione Rn(x) non e strettamente monotona allora bisogna calcolare la derivata prima
di R (x), cioe: R (x).

06) Si calcola il massimo di R, (x) e supponiamo di trovare la funzione: MassimodiR, (x)=¢(n)
07) se risulta lim ¢(n)=0 allora la convergenza € anche uniforme; in caso contrario € solo

N—>-+o0

puntuale.

Ripigliamo I’esercizio precedente: |Rn(x)| Inx+1 I I < R;(x):( 11)2
X +

La funzione R (x) é strettamente crescente ed il suo estremo superiore si ottiene

attribuendo alla x il valore 1. ¢(n)=sup Rn(x):i lim ¢(n)=lim i:O La convergenza
x€[0,1] N+l noee n>+e N41

e anche uniforme, come avevamo trovato utilizzando un altro procedimento.

Questo metodo di stabilire la convergenza uniforme é detto metodo dell’estremo

superiore. Esso afferma quanto segue: Una successione di funzioni fn(x) converge

uniformemente nell’insieme X =dom f (x) di convergenza uniforme se risulta:
f,(x)— (%)= R, (x)|=0

Dove: (a) X =dom f (x)eé I'insieme di convergenza puntuale (b) f(x) ¢ la funzione limite.

N—+w xeX N—-+o0 xeX

Studiare il comportamento della successione di funzioni f, (x):w
(n+1)"x*+1
La successione di funzioni { f, (x)}= (n+21)x = 22X X A (n+21)x
(n+1)"x*+1| 4x°+1 9x+1'16x+1" (n+1) x*+1

In R la successione di funzioni proposta converge puntualmente in quanto risulta:

(n+1)x OAgx 1

n%+oo(n+1)zx +1 na+oo(n+l)z ? ne+oo(n+1)x

La funzione limite e: f(x)zo Vediamo se questa convergenza puntuale € anche uniforme
utilizzando il metodo dell’estremo superiore.

(n+1)x —O—| (n+1)x |
(n+1)2x2+1 _|(n+1)2x2+1|




(n+1)] ~(n+1)"x*+1]

R (x)= RI(X)=0 = —(n+1)’x*+1=0 = (n+1)’x’°=1 =

[(n +l)2 x? +1}

SR N R
9
W S A
n+1 n+1
M i
1 . . 1 sl 1 . .
x=——— = punto di massimo R, = == = massimo della funzione R (x)
n+1 n+1 ) 2 2
(n +1
n+
lim Rn(ij: lim i=1;z:0
N—>+o0 n+1 N>+ 2

La successione di funzioni proposti in R converge puntualmente, ma non uniformemente.

Teoremi sulle successioni di funzioni uniformemente convergenti

Teorema N°1: Criterio di Cauchy per la convergenza uniforme di una successione di funzioni

C.N.S. perché una successione di funzioni fn(x) sia uniformemente convergente in [a,b] & che si
possa determinare un indice n=n(¢) tale che Vx €[a,b] e Vn,,n, :n, >n(&)An, >n(¢), si abbia:

f, (X)- fnz(x)|<g

Se risulta n,>n,, ponendo n,=n+p la precedente condizione puo essere riformulata dicendo che

deve risultare

foap(X)— fnl(X)|<8 vn<n(g) AV peN
Teorema N°2: Teorema della continuita
Se f,(x) & una successione di funzioni continue in [a,b] e se la successione di funzioni converge

uniformemente in [a,b], allora f (x) & continua in [a,b].

Da questo teorema deduciamo che se una successione di funzioni continue ha una funzione limite

discontinua, essa non puo essere uniformemente convergente.

Teorema N°3: Teorema dell’inversione dei limiti

Se la successione di funzioni f,(x) & uniformemente convergente in [a,b] & lecito lo

scambio di due passaggi al limite. Iim[ lim fn(x)} lim [ lim fn(x)}

X=X, | N>+ no+0w| XX,
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Teorema N°4: C.N.S. perche una funzione f(x), funzione limite di una successione di
funzioni fn(x) uniformemente convergente in [a,b], sia limitata in [a,b] € che da un
certo indice in poi n* tutte le f (x) risultino limitate in [a,b].

Teorema N°5 di passaggio al limite sotto il segno di derivata, o teorema della derivabilita

Sia fn(x) una successione di funzioni definite e derivabili in ogni punto dell’intervallo [a,b]. Se la
successione fn(x) converge, anche solo puntualmente ad f(x) in [a,b] e se la successione delle

funzioni f/(x) & uniformemente convergente alla funzione f’(x) in [a,b], allora f (x)

e derivabile in ogni punto di [a,b] e risulta: f'(x) = lim f, (x)

n—>+ow

Teorema N°6 di passaggio al limite sotto il segno di integrale, o teorema dell’integrabilita

Se la successione di funzioni fn(x) definite nell’intervallo [a,b] (1) converge alla funzione limite
f(x) (2) laconvergenza & uniforme
(3) le funzioni f,(x) sono integrabili nell’intervallo [a,b],

allora anche la funzione limite f (x) & integrabile in [a,b] e risulta:

lim [ f, (x)-dx=[" lim , (x)-dx

nN—+ooda a N—+oo

lim bfn(x)-dx:f;f(x)-dx ossia

n—>+woda

Altri esercizi risolti sulla uniforme convergenza delle successioni di funzioni

o . : o 1
Studiare in R la convergenza della successione di funzioni fn(x):1 -
+X
+o0 se x>0 0 se x>0
. : 1
limx"=<0 se x<0 lim =1 se x<0
N—>-+0 n—+0] 4 X"
1 sex=0 1
— sex=0
2
La successione di funzioni 1‘n(x):1 converge puntualmente verso la funzione limite:
+X
0 se x>0

f(x)=41 sex<0 chenon ¢ continuain R

1 se x=0
2

Questo ci consente di affermare che la successione di funzioni f, (x)= non converge

1+x
uniformemente in R.
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Serie di funzioni

Sia  f,(x), f,(x), f3(x),+, £,(X), - una successione di funzioni reali definite

nell’intervallo [a,b]. Introducendo tra gli elementi di questa successione di funzioni, in modo

puramente formale, il simbolo di somma, definiamo una serie di funzioni come:
ifn(X):fl(x)+f2(x)+f3(x)+-..+fn(x)+ ...... [1]
n=1

A questa somma di funzione diamo un significato concreto attraverso le seguenti considerazioni.

Mediante le espressioni (dette somme parziali o le ridotte)

Sl(x)’sz(x)’ss(x)’...,Sn(x)’ ...... [2]
che prende il nome di serie di funzioni e che viene indicata col simbolo introdotto in
precedenza solo formalmente, cioé la somma di infinite funzioni f (x) € la funzione S(x), limite,

quando esiste, della funzione S,(x) per n — +o0. Quindi per definizione abbiamo:

S(x)zni:fn (X)=f, (X)+F, (X)+F,(X) - +F, (X)+--o- - =lim S (x)

n—+owo

Le funzioni f (x) si dicono termini della serie di funzioni, le funzioni S, (x) si dicono le
somme parziali o le ridotte della serie di funzioni.

Per ogni x=ae<[a,b] la serie di funzioni diventa una serie numerica. Quindi, per ogni prefissato
valore di x otteniamo una serie numerica che potra essere convergente, divergente,
indeterminata.

Una serie di funzioni é convergente nell’intervallo [a,b], detto intervallo di

convergenza, se tale é la serie numerica che si ottiene per ogni x=wa<[a,b].

10
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Definizione: Dicesi insieme di convergenza di una serie di funzioni l‘insieme X

formato dai valori della x che danno luogo a serie numeriche convergenti.

D = dominio della successione di funzioni = intersezione dei domini delle singole funzioni della
successione di funzioni

X < D =insieme di convergenza della serie di funzioni
Quando la serie di funzioni converge in X, la somma S(x) della serie [1] € la funzione limite della

successione delle somme parziali: S(x)=1lim S, (x) [3]

n—+oo

La somma S(x) puo esser calcolata solo per le serie telescopiche, per le serie

geometriche e per le serie collegabili agli sviluppi in serie di Taylor.
L’espressione: R, (X)=S(x)-S, (X)=f, . (X)+f, ., (x)+- [4]
dicesi resto della serie dopo il termine ennesimo.

Convergenza puntuale ed uniforme
La serie di funzioni [1] converge in X alla funzione S(x) quando, ad ogni &> 0 é possibile
associare un indice n*(a,x), dipendente in generale da ¢ e da xeX=[a,b], tale che per ogni
S, (x)-8(x)|=[R, (x)] =

Quando n* dipende soltanto da & ma non dipende da x la serie si dice uniformemente

n > n* si abbia:

fn+1 (X)+fn+2 (X)-'-”'|<8

convergente, in caso contrario si dice puntualmente convergente o

semplicemente convergente.

Definizione di convergenza puntuale

+o0
Si dice che la serie di funzioni an(x) converge puntualmente alla funzione somma
n=1

S(x) se, V¥ x € X e V&> 0, sipud determinare un indice n*(,x) tale si abbia:

S, (x)-S(x)|=|R, (x)| =

fn+1 (X) +fn+2 (X) +-- | <t

Definizione di convergenza uniforme

Si dice che la serie di funzioni an(x) converge uniformemente alla funzione somma
n=1
S(x) nell’intervallo  X=[a,b] se converge uniformemente in X=[a,b] ad S(x) la

11
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successione delle ridotte Sn(x). Con parole diverse possiamo dire che si ha
convergenza uniforme quando ad ogni &> 0 possiamo associare un indice n*(g) che

dipende soltanto da & e non da x tale che risulti: |S, (x)-S(x)|=[R, (x)|=

fn+1(x)+fn+2 (X)+"'|<5

vn>n*(g) e Vxe X=[a,b]

Teorema di Cauchy

C.N.S. perché le serie di funzioni an(x) converga uniformemente in [a,b] alla
n=1

funzione somma S(x) & che, ¥ &> 0, esista un indice n*(¢) tale che, ¥x e[a,b] *, e qualunque

siano n > n*(¢) e p e N, si abbia:

Sep (¥) -8, ()| =Ry (X)) =

dove con R (x) indichiamo il resto diordine n,p dellaserie ) f (x).
n=1

Da questo si puo dedurre, ponendo p = 1,che Vx e[a,b]c X & lim fn(x)=0 .

n—+ow

Convergenza assoluta

La serie di funzioni an(x) e assolutamente convergente in X=[a,b] quando &
n=1

convergente la serie dei valori assoluti dei suoi termini, cioé quando e convergente la seguente

fo (x)

+00

serie di funzioni: 2

n=1

Convergenza totale

La serie di funzioni an(x) si dice totalmente convergente in X=[a,b] quando e
n=1

possibile determinare una successione di costanti tutte positive k;,k, ,k,,---,k,,--- tali che:

n

a)

f.(X)] < k, Vxe[ab]

+ 00

b) la serie numerica an risulti convergente
n=1

! Questo significa che I’indice n* non dipende da x

12
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+o00

Diciamo pure che la serie di funzioni an(x) si dice totalmente convergente in
n=1

X =[a,b] quando &€ maggiorata da una serie humerica convergente.
Se le funzioni f,(x) sono continue in X=[a,b] come costanti K, possiamo scegliere i
massimi assoluti M, assunti dalle funzioni | f,(x)| in X=[a,b].

Risulta co giustificata la seguente definizione di serie totalmente convergente:

+o0

Una serie di funzioni an(x) e detta totalmente convergente nell’intervallo
n=1

+o0

X=[a,b] se si pud determinare una serie numerica a termini positivi convergente Z M, tale che

n=1

si abbia: f

(x)|<M, VvxeX=[ab] e YneN

n n

Criterio di Weierstrass

Se una serie di funzioni é totalmente convergente in X=[a,b] essa e ivi anche
uniformemente convergente, e la serie numerica ottenuta dando alla x un qualunque
valore appartenente all’intervallo X=[a,b] & una serie numerica assolutamente
convergente.

Quindi <<una serie di funzioni totalmente convergente in X=[a,b] € ivi
assolutamente ed uniformemente convergente>>. Tuttavia la convergenza
totale e una condizione sufficiente ma non necessaria per la uniforme
convergenza. Questo significa che una serie di funzioni totalmente convergente é

anche uniformemente convergente, mentre una serie uniformemente convergente pud non
essere totalmente convergente.
Non é superfluo ricordare che il Criterio di Weierstrass costituisce una condizione solo

necessaria ma non sufficiente per I’'uniforme convergenza di una serie di funzioni . Infatti una serie

di funzioni pu0 essere uniformemente convergente in X=[a,b] senza essere ivi totalmente
convergente, cosi come non sono legate tra di loro la convergenza uniforme e la

convergenza assoluta.
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In un punto x si puo avere una serie assolutamente convergente senza che x faccia parte di un

insieme in cui la serie di funzioni € uniformemente convergente e viceversa.

Convergenza Totale

U U
+ :
Convergenza Assoluta o’ Convergenza uniforme
U U

Convergenza Puntuale

e Una serie di funzioni puo essere uniformemente convergente senza essere
assolutamente convergente

e Una serie di funzioni puo essere assolutamente convergente senza essere
uniformemente convergente

e Una serie di funzioni puo essere uniformemente convergente senza essere

totalmente convergente

+o0

La serie di funzioni Z

n=1

sinnx

>— € totalmente convergente in R. Infatti, per ogni valore

: sinnx| 1 . oSl : . .
della x risulta : >—| < — € la serie numerica Z—z e convergente in quanto trattasi di una serie
n n n=1N

armonica generalizzata con esponente maggiore di 1. Quindi la serie di funzioni proposta e anche

uniformemente ed assolutamente convergente.

Insieme di convergenza

Per la determinazione dell‘insieme di convergenza X=[a,b] di una serie di funzioni si

possono usare i normali criteri di convergenza delle serie numeriche. VVanno ricercati i valori della
variabile x in corrispondenza dei quali il criterio usato & soddisfatto e poi bisogna determinare, se

ce ne sono, quei valori particolari per i quali i criteri non fornisce risposta.

14
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Studiare la serie di funzioni: Zu D = R =dominio della serie di funzioni

EURES
Si tratta di una serie a segni alterni dove a, = > Lima = Lim——— =10
n + X n—+w n>+onN 4+ X
1 1 : S
5 < > (a,;,<a) VneN Il termine a, e infinitesimo e strettamente
n+1+xX n+ X

decrescente. La serie proposta converge puntualmente su tutto R per il criterio di Leibnitz

X = R insieme di convergenza per la convergenza puntuale

Vediamo, adesso, se la convergenza e anche uniforme.
Sy (x)-S(x)|=

1 1
———<& = n+l+xXA>= = n>—-1-%F =
n+1+X & &

Fissato x, essendo una serie a segni alterni, sara

Rn(x)|£

f.(X)| € quindi

S,(x)-S(x)[<e =

1 . . . 1 1
n>—:n*(g) in quanto appare evidente che risulta —=>=-1-x* VxeX=R
& E €&

Poiché, in questo caso, abbiamo n*(g,x) == = n*(g) la serie di funzioni proposta converge
&

uniformemente.

Se, poi, consideriamo la serie dei moduli associata alla serie proposta, cioe se consideriamo la serie

+o0

di funzioni Z
n=1N+ X

> Ci accorgiamo che essa diverge V xe X =R in quanto ha lo stesso carattere

+o

. . . 1
della serie armonica semplice Z —.

n=1

Osservazione: Criterio di Leibniz
Se la successione {a,} a termini positivi ¢ decrescente (a,,, < a,) ed infinitesima

+00
lim a =0),allora la serie a segni alterni ~1)".a_ & convergente e sussiste la sequente
n n

n—+oo
n=1

formula di maggiorazione del resto: IR, [<a,.,
+00 (_ )n
Concludendo possiamo affermare che la serie di funzioni proposta Z— in R converge

2
n=1N + X

uniformemente ma non assolutamente.

15
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=01 (x-1\"
Studiare la serie di funzioni z_z(_j
n=1N X
D:R—{O} = dominio della serie di funzioni

Determiniamo adesso I’insieme di convergenza della serie di funzioni proposta applicando il

+o0

n
L . . . x-1 . - . .
criterio della radice alla serie numerica E —2(—] (abbiamo supposto di fissare il valore di

n=1

xeR)

serie a segni alternati convergente

X:Eﬁo{ = insieme di convergenza della serie di funzioni proposta

In tale intervallo la serie di funzioni proposta converge puntualmente

n n
X 1<1 VXeX:[lﬁoo[ x-1 <l VxeX = iz(x lj Siz
X 2 X n X n
n
+00 1 X_l +wl
= .| = < i

La serie di funzioni proposta, essendo maggiorata da una serie numerica a termini positivi e

convergente, converge totalmente e quindi converge anche uniformemente ed

assolutamente. 2

Criterio di Cauchy

Se la serie di funzioni an(x) e uniformemente convergente nell’intervallo limitato
n=1

X=[a,b], se la funzione «(x) & definita e limitata in X=[a,b], allora anche la serie di funzioni

+o0

> a(x)-f,(x) & uniformemente convergente in X=[a,b].

n=1

2 Spesso , per dimostrare la convergenza uniforme di una serie di funzioni basta dimostrare la sua convergenza totale
maggiorando la serie di funzioni proposta con una opportuna serie numerica convergente

16
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+ 00

La serie di funzioni )’
n=1

x3-sinnx

> ottenuta moltiplicando ogni termine della serie di funzioni

+ 00

sinnx i . - :
Z—z, uniformemente convergente in ogni intervallo X=[a,b], per la funzione
n

n=1

3

a(x)=x* , & anch’essa uniformemente convergente, in quanto la funzione a(x)=x° &

limitata in ogni intervallo X =[a,b].

Criterio di Abel

Sia data la serie di funzioni i g, (x)-f, (%)
n=1

Serisulta: @) |g,(x)| <k Vxelab] b) ifn(x) uniformemente convergente in
n=1

X=[a,b] allora la serie di funzioni > g (x)-f (x) converge uniformemente in
n=1

X=[a,b].

Osservazione N°1: Il metodo piu usato per dimostrare che una certa serie di funzioni

converge uniformemente in un certo intervallo [a,b] & di servirsi del teorema di

Weierstrass , cioe di fare vedere che la serie di funzioni proposta ammette come maggiorante una
serie numerica a termini positivi e convergente
Osservazione N°2:Se i valori assoluti dei vari termini di una serie di funzioni, Vx € X=[a,b],

non superano i corrispondenti termini di una serie convergente a termini costanti, allora la data serie

converge assolutamente ed uniformemente .

Teorema della continuita
+o0
<<Se la serie di funzioni an(x) e uniformemente convergente nell’insieme X=[a,b]
n=1

e se in x,, punto non isolato di X=[a,b], le n funzioni f (x) [n=1,2,--- ] sono continue,
+ o0

allora anche la somma S(x) della serie di funzioni an(x) e una funzione continua in x,>>
n=1

Questo teorema puo servire in alcuni casi a dimostrare, per via indiretta, che una serie di funzioni

non e uniformemente convergente in un insieme X=[a,b].
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Consideriamo una serie di funzioni continue in X=[a,b] e supponiamo che la serie di funzioni

> f,(x) sia convergente in X=[a,b]. Se la somma S(x) della serie di funzioni &
n=1

discontinua in qualche punto di X=[a,b] allora la serie di funzioni non puo essere
uniformemente convergente in X=[a,b] in quanto, se lo fosse, la sua somma S(x)

dovrebbe risultare continua in X =[a,b] contro I’ipotesi.

Studiare la convergenza della serie di funzioni i(x-l}-xn'l
n=1
La somma dei primi n termini vale:
S, (X)=(1=%)+X(1=X)+X* (1=X)+ -+ X" (1=X) =1-X+ X=X +X* =X* 4 4 X" = X" =1-X"

Se [x|<1 Lims (x)=Lim(1-x")=1 Se [x|>1 LimS,(x)=+c0 non esiste

n—>+o N>+ n—+oo

Se x=1 S,(x)=0 eil LimS, (x)=0 Se x=-1 S, (x)=1-(-1)" edil LimS,(x) non esiste

n—>+o n—+o

Quindi la serie di funzioni proposta converge per |x| <1 e per x =1, cioe converge per
-1<x<1.

Esaminiamo la continuita della funzione somma S(x)=LimS (x) nel suo insieme di

n—+oo
convergenza

1 se -1<xx<1

0 1 La funzione somma S(x) e discontinua nel punto x=1
se X =

X=1-1,1 S(x):{

e continua in tutti gli altri punti del suo insieme di convergenza . Ne consegue che la serie di
funzioni proposta non puo convergere uniformemente nel suo insieme di convergenza

in quanto la sua funzione somma é discontinua in un punto di tale insieme di
convergenza.
Questa considerazione € spesso usata per dimostrare la non uniforme convergenza di una

serie di funzioni (o di una successione di funzioni).

Teorema di derivazione per serie

1) se la serie di funzioni an(x) converge nell’intervallo [a,b] alla funzione S(x)
n=1

2) se le funzioni f,(x) sono tutte derivabili in X=[a,b]

18
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3) se la serie delle derivate an’(x) converge uniformemente in X=[a,b] ad una
n=1

funzione g(x)

allora la somma S(x) della serie an(x) e derivabile in X=[a,b] e per ogni x di tale

n=1
intervallo risulta g(x) = S'(x) ciog: i f.(x) =S(x) = i f/(x) = S'(x)
n=1 n=1

<<La somma delle derivate coincide con la derivata della somma anche nel caso di

infinite funzioni>>

+o0

Si dice pure che nelle condizioni sopra citate la serie di funzioni an(x) ¢ derivabile

n=1
termine a termine e si puo scrivere : Difn(x) = Zw: Df, (x)
n=1 n=1

Concludendo possiamo affermare che é lecito derivare termine a termine una serie convergente di

funzioni derivabili nell’intervallo X=[a,b] solo se la serie delle derivate & uniformemente
convergente in X=[a,b].
Pertanto la condizione che la serie delle derivate sia uniformemente convergente é

sufficiente ma non necessaria per garantire che la serie di funzioni sia derivabile termine

a termine.

+0o0 2n
E' assegnata la serie di funzioni ch(ozs—n)i)zs(x) (D=R) (1) Determinare

n=1

I'insieme di convergenza X=[a,b] e studiarne la convergenza uniforme (2) Stabilire
T . . .
se, nel punto % =% esiste la derivata della sua somma S(x) ed in caso

affermativo calcolarla.

2n 40 2n 40
1 <1 cos™" X < 1 cos™" X < 1
(1) cos™x = n(2n-1) n(2n-1) = nzzlln(Zn—l) len(Zn—l)
+00 2n +00 +00
La serie di funzione proposta ;m € maggiorata dalla serie numerica nzzl: n(Zi—l) ~ nZ=1: 2:]2

che converge. La serie proposta converge totalmente e quindi anche uniformemente in

R, o meglio in intervalli del tipo [a;b] con a,beR.
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(2) Poiché la serie proposta converge uniformemente in R essa e derivabile in ogni

punto di R. La serie derivata ha la seguente somma:

v o 008X A cos? X & 24 (-sinx)cos™ x cos™"
> (X)_g(x)_Dan;n(2n-1)_nZ=;Dn(2n-1)_nZ=; A (2n-1) =2(simo. Z

, +o0 2n—1 ) l+y B
S'(x)=g(x) 2(SInX)Z nD) -smx-lnﬁ con y=cosx -1<y=cosx<1

1+ 1+cos(—7é) 1 1+ﬁ
§'(x)=g(x)=-sinx:In . cosXx S'(—z}g(—ﬁ):sinﬁ-In—=?|n 2

6 1-005(—7;) 1_‘26
S'(-%)zg(—%j %I 2+I=1 In (4+3+4x/§)=%-ln(x/§+2)2:In(\/§+2)

2-3
o ,2N—=1
In 1+_X :2X+2X3+2X5+ ..... + 2 X2n+1+ ............ :ZZX— -l<x<1
1-x 37 5 (2n+1) imi(2n-1)

Teorema di integrazione per serie
+00
1) Se la serie di funzioni continue Zf converge uniformemente alla funzione somma S( )

n=1

2) se le funzioni f,(x) sono tutte integrabili in [a,b]
allora preso x €[a,b] possiamo definire una nuova serie di funzioni ZI dx che ha come

funzione somma la funzione g(x) e che gode delle seguenti proprieta :

a) la serie di funzioni ZI dx é uniformemente convergente in [a,b]

b) i.[:fn(x)dx=.[: dx+j X)X+ +J X)dX+-- —IZf X)dx = J x)dx = g(x

+o0

Si dice pure che, nelle condizioni predette, la serie di funzioni an(x) e integrabile termine
n=1

a termine.

Piu semplicemente possiamo dire che in un intervallo [a,b] una serie uniformemente

convergente di funzioni continue  S(x) = f(x) + f,(x) + f3(X) +-+ f(X) +---
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e integrabile termine a termine JabS(x)dx=Iabf1(x)dx+Lbf2(x)dx+--.+Lbfn(x)dx+---

ossia I‘integrale di una serie di funzioni e uguale alla serie degli integrali delle

singole funzioni. Possiamo anche dire che I’integrale di una somma di funzioni & uguale alla

somma degli integrali delle singole funzioni anche nel caso di <<infinite funzioni>>

Studio di una serie di funzioni : considerazioni di carattere pratico

e Consideriamo un insieme di funzioni reali della variabile reale x, che indicheremo col simbolo

f,(x) dipendenti da x e dall’indice n € N Indicheremo con D (intersezione dei domini delle

+o0

singole funzioni f,(x)) il dominio della serie di funzioni an(x). L‘insieme X dei valori

n=1

+o0

x € X in corrispondenza dei quali la serie di funzioni an(x) e convergente e detto insieme

n=1
di convergenza della serie di funzioni .

D = dominio della serie di funzioni = intersezione dei domini delle singole funzioni f,(x)

X =insieme di convergenza puntuale della serie di funzioni

+o0

e Studiare un’assegnata serie di funzioni an(x) significa determinare, in primo luogo,

n=1
I‘insieme di convergenza X della serie di funzioni e stabilire, poi, se in X 0 in suo
sottoinsieme la convergenza ¢ uniforme o, addirittura, totale. Trovare I’insieme di convergenza

X significa individuare la convergenza puntuale.

+0o0

e Per la determinazione dell‘insieme di convergenza di una serie di funzioni an(x) si
n=1

possono usare i normali criteri di convergenza delle serie numeriche.

Vanno ricercati i valori della variabile x in corrispondenza dei quali il criterio usato é soddisfatto,
indi bisogna esaminare quei valori particolari, se ce ne sono, in corrispondenza dei quali il criterio €

inefficace. Naturalmente, se possibile, si determina la somma S(x)

e Per calcolare S(x) si procede come segue: °

¥ La somma S(x) puo essere calcolata solo per le serie telescopiche , per le serie geometriche e per le serie collegabili
agli sviluppi in serie di Taylor
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Si calcola, ove possibile, S (x)=>f, (x)=F (x)+f,(x)+f,(x)+---+f (x) S(x)=1limS ()

k:l n—+oo
e Per una serie di funzioni di tipo generale si calcola I’insieme D nel quale sono simultaneamente
finiti e reali tutti i termini f (x) della serie, cioé le funzioni f,(x), f,(x), f5(x),+, f (X,

Per le serie di potenze risulta sempre D=R. Calcolato D e detto x un suo qualsiasi punto, si

considera x fisso e la serie di funzioni come una serie numerica. Utilizzando uno dei criteri
di convergenza delle serie numeriche si stabiliscono le condizioni che la x deve soddisfare perché

la serie data sia convergente. Tutto cid ci conduce alla determinazione dell‘insieme di
convergenza X < D < R . Abbiamo cosi individuato la convergenza puntuale, ci
rimane da individuare, se esiste, la convergenza uniforme o la convergenza totale.

e In generale lo studio della convergenza uniforme di una serie di funzioni presenta

notevoli difficolta, a meno che non si riesca a maggiorare in un opportuno sottoinsieme T di D
la serie dei moduli della serie di funzioni con una serie numerica convergente.

Questo significa che nell’insieme T < D la serie di funzioni proposta converge totalmente
e quindi anche uniformemente ed assolutamente.

Se non e possibile dimostrare che la serie di funzioni &€ totalmente convergente allora

bisogna utilizzare la definizione di serie di funzioni uniformemente convergente.

+o0

e Si dice che la serie di funzioni Zf ) converge uniformemente alla funzione somma
n=1

S(x) nell’intervallo [a,b] se converge uniformemente in [a,b] ad S(x) la successione delle
ridotte Sn(x). Con parole diverse possiamo dire che si ha convergenza uniforme quando
ad ogni ¢ > 0 possiamo associare un indice n*(g) che dipende soltanto da ¢ e non da x tale che

risulti:

S, (%)-S(X)|=[R, (x)] =

fr(X)+f,(X)+J<e  n>n*(e) e Vxelah]

Per fare ci0 prima bisogna calcolare la sua somma parziale di ordine n

Zf +f,(x)+f,(x)+---+f (x) e poi la funzione somma S(x)=lim S (x)

n n—+oo

Indi si risolve I’inequazione

S, (x)-S(x)|=[R, (x)] =

fn+1( )+fn+2( )+---|<£ [**] se questa
ammette una soluzione del tipo n > n*(g) ¥ x e X allora possiamo di re che la serie di funzioni

é uniformemente convergente in X.
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Per chiarire meglio il concetto di convergenza uniforme, precisiamo un possibile metodo

per trovale I’intero n*(g) in questione quando si immagini di avere fissato tanto il famoso ¢ > 0
guanto il punto x € X =insieme di convergenza

|Sn(x)-S(x)|:|Rn(x)|=<a v n > n(e,x)
Supponiamo di avere calcolato la funzione n(g,x). Immaginiamo adesso che, ritenendo ¢ costante,
X vari in X . L’indice n(g,x), trovato risolvendo la disequazione [**], risultera una funzione di € e
di x. Vediamo come si comporta questa funzione n(e,x) .
Per ogni scelta particolare di ¢ per la funzione n(g, x) si possono presentare due casi:
1) la n(g,x) e illimitata superiormente in X al variare di x in X (la serie di funzioni
converge solo puntualmente)
2) oppure essa € limitata superiormente in X (la serie di funzioni converge
uniformemente)
Nel secondo caso la funzione n(e,x) & certamente dotata di massimo n*(e), perché un insieme
di numeri interi [ed n(g,x) rappresentano numeri interi] superiormente limitato & sempre dotato di

massimo. Quindi se e solo se, comunque si scelga e si fissi ¢ > 0, la funzione n(g,x) e dotata di

+oo
massimo n*(g) al variare di x in X, la serie di funzioni ) f (x) & uniformemente

n=1
convergentein X.
Ma risolvere la disequazione [**] e trovare come soluzione n > n*(g) V x € X, in generale, &

impresa ardua. Allora puo essere utile ricordare che tale condizione equivale alla seguente

condizione: Lim sup|S, (x)-S(x) |=Lim sup| R, (x)|=0
X n—+w xeX

n—+ow Xe

Infatti se le funzioni f (x), S(x) sono limitate in X, allora la serie di funzioni > f (x)
n=1

converge uniformemente in X se e solo se risulta

Lim M, =0 avendo posto: M, =sup|S,(x)-S(x)|

n—+ow xeX
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+ o0

e Se la serie di funzioni an(x) e una serie di funzioni a segni alternati cioe del tipo
n=1

+00
Z(—l)n fn(x) allora, per individuare il suo insieme di convergenza X ® possiamo

n=1
applicare il criterio di Leibniz. In questo caso abbiamo: X =D

Inoltre sara: |S, (x)-S(x)|=| R, (x)|<

fn+1(x)| e quindi, se voglio studiare I’'uniforme convergenza

in X =D , basta risolvere I’inequazione ‘ fM(x)‘ <& vn>n(gXx)
se I’indice n(g,x) dipende da x e da € la convergenza non e uniforme, se dipende solo da

eenondaxlaconvergenza e uniforme.

Come verificare I'uniforme convergenza in sintesi
1) Sicalcola S,(x) 2) Si calcola S(x)=lim S (x) 3) Sicalcola R, (x)=S,(x)-S(x)

4) D ¢ il dominio delle funzioni fn(x), X e I’insieme di convergenza della serie di funzioni

S, (x)-S(x)|=|R, (x)| =

In generale troviamo: n > n(g,x)

5) Sirisolve la disequazione

6) Se troviamo n(g,x):n*(g) allora la serie di funzioni é uniformemente

convergente, se questo non e possibile allora la serie di funzioni e soltanto puntualmente
convergente

7) Se la funzione n(g,x) in X ammette un estremo superiore finito n*(g) allora la serie
di funzioni data € uniformemente convergente in X, in caso contrario non lo e.

8) Una serie di funzioni non uniformemente convergente in X potrebbe essere
uniformemente convergente in un sottoinsieme limitato di X.

9) Un altro modo di stabilire I’uniforme convergenza di una serie di funzioni e quello di utilizzare
il metodo dell‘estremo superiore, cioé un serie di funzione converge uniformemente

se vale: Lim sup|S, (x) - S(x)| = Lim sup| R, (x)| = 0
n—+o0w xeX

n—o+wo XeX

@ dove , per il momento la convergenza & solo puntuale
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Vediamo come si deve procedere operativamente.

e Si verifica che le funzioni f (x) ed S(x) sono limitate in X dove la convergenza della serie
di funzioni é puntuale
e Si calcola la funzione g(x)=|R,(x)|=|S,(x)-S(x)| dove la n, per il momento &

considerata costante

e Di questa funzione g(x) ci calcoliamo I’estremo superiore (che potrebbe essere il

massimo) quando la x varia in X = insieme di convergenza puntuale. Questo
significa che domg(x) = X
9'(x) =0 = X = X, X = X,,. Studiamo il segno della derivata prima della funzione g(x) cioé

della funzione g’(x). Supponiamo che x = X, sia un punto di massimo assoluto in X 4

Ci calcoliamo g(x,) che risulta essere una funzione della sola n e che possiamo indicare col

simbolo M, = M(n). Con riferimento ai simboli introdotti in precedenza possiamo scrivere:

M, =M(n)=sup|S, (x)-S(x)|

xeX

Se risulta Lim M, =Lim M(n)=Lim sup|S, (x)-S(x)|=0

n—+o n—+ow n—+wo XeX

allora la serie di funzioni converge uniformemente in X, in caso contrario la

convergenza é solo puntuale.
e Una serie di funzioni maggiorata in X da una serie numerica a termini positivi e convergente e

in X totalmente convergente e quindi anche uniformemente convergente ed

assolutamente convergente

Come serie numerica a termini positivi potremmo scegliere la serie i cui termini M_ sono gli

n

estremi superiori (eventualmente i massimi) delle funzioni ‘ fn(x)‘.

Un metodo pratico per verificare la convergenza totale (e quindi anche la

+o0

convergenza uniforme ed assoluta) per una serie di funzioni > f (x).

n=1

+o0 X
mn-e™

+00
_ ) X .
Esempio particolare: ) —-e™=
=n
n=1

* Bisogna calcolare i valori che la funzione g(x) assume agli estremi dell’insieme di convergenza X e confrontarli con
9(x,)
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(1) Sia data la serie di funzioni an(x) avente dominio D. Considero la x costante e studio la
n=1

+00
convergenza della serie numerica Z
n=1

f, (x)‘ utilizzando uno dei criteri validi per le serie numeriche,

ad esempio il criterio del rapporto. L’applicazione di uno di questi criteri, in generale, porta alla

risoluzione di una disequazione con moduli la soluzione della quale ci da I’insieme di convergenza

+00

puntuale della serie di funzione proposta an (x). Supponiamo di avere trovato:
n=1

+ o0

XcD = insieme di convergenza puntuale della serie di funzioni an(x)
n=1

. a n-e™ n 1
Nel nostro caso abbiamo:; — = X TR = =
a, (n+l)-e X n+le
a., .. n 1 1 _ : ot N )=
lim 2= lim —-—=—<1 Vx>0 Per x=0 laserie proposta diventa: E 0=0
n—>-+o0 an n—>+ocn+]_ e e —

. . - X S X
X =[0;+c0[ = insieme di convergenza puntuale della serie di funzioni » =.e™=> ——
n=1 N n-1N-€

(2) Considero la funzione f, (x)="f(x,n) che & una funzione nelle variabili x ed n, con xe X ed
neN. Inizialmente considero n costante ed x e X variabile e mi calcolo, se esiste il massimo
assoluto M, (o I’estremo superiore) della funzione f(x,n) quando la x variain X.

o f(x;n)

p =0 = adesempio X =l. Mi calcolo f (i nj =M, Attraverso lo studio del segno di
X n

n

o f(x;n)

3 vedo se M, e un massimo relativo. Per stabilire se M_ € un massimo assoluto bisogna
X

confrontare M, con i valori assunti dalla funzione f(x,n) agli estremi dell’insieme di convergenza
puntuale X=D. Se X =[a;b] bisogna confrontare M con f(a,n), f(b,n). Se risulta:
f(a,n)<f(b,n)<M, allora M, & il massimo assoluto di f(x,n) in X<D.

Se X =[a;b[ bisogna confrontare M, con f(a,n), f(oo,n)= qulf(x,n).per potere stabilire se

M, & veramente un massimo assoluto.

Nel caso particolare abbiamo:
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of(x;n — . . .

( ):1 ?XX =0 = x:E punto di massimo relativo 1

oX ne n n

.y

1 1 Lea_—l nx f ( )
f(—]:—z massimo relativo N\

n) en
f(0)=0 f(+0)==1lim fxzillm lnX:O Mn:f(lj:i2 f(lj:—z massimo

N xo+o @ n x>+ ne n) en en

assoluto

(3) Accertato che M e il massimo assoluto della funzione f(x,n) in X possiamo affermare che

+o0 +o0

la serie di funzioni Zf e maggiorata dalla serie numerica Z M., cioe:

n=1 n=1

ifn(x)<il\/ln VxeX
n=1 n=1

+o0 +o0

Se la serie Z M diverge nulla possiamo dire sulla convergenza totale di an (x) in X.
n=1 n=1

+o0 +o0

Se, invece, la serie Z M, converge possiamo affermare che la serie di funzioni an (x)in X

n=1 n=1

converge totalmente e quindi anche uniformemente ed assolutamente.

+o0

. . & 1 . . .
Nel caso particolare abbiamo: Z z == z > — @ unaserie armonica
n=1 ~en’ =n =n

generalizzata convergente. La serie di funzioni proposta, essendo maggiorata da una serie numerica
a termini positivi convergente, converge totalmente e quindi anche uniformemente ed

assolutamente.

ESEMPI ZO[ nx__(n* Lx }

= 1+n°x? 1+(n+1)2x2
o (n + 1)X
| 14022 1+(n+1)2 x?

S(X)—X—2X+2X—3X+3X—4X+
n 1+x* 1+4x° 1+x%  14+9x? 1+9x* 1+16x°
X (n + 1)X
1+x* 1+(n+1)"x?

Sn(X)=

E quindi ¥V x e R risulta:

s<x)=lims<x>—um{ x (oD ] Lm[%]

N0 e 14X 14(n+1)" x| 14X 1+(n+1)"x?
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. n+1)x .
S(x)= Xz—le ( 2) = Xz—i-le L X2
1+X° nows| (N4+1)°%° | 14X° X (n+1) | 1+x
S(x): X X =R La serie di funzioni proposta converge puntualmente in R, ma
1+x?

ancora non sappiamo se converge uniformemente o totalmente.

Studiamo adesso la convergenza uniforme della serie di funzioni proposta

(n+2)-| ~(n+1)"x"+1]

X)= xX,nj|= X)-S(X :M (%)= |
9(x)=| Ry (xn)[=[ S, (x)-S(x) (n+1x?+1 9'(x) [(n +1)° %2 +1J2
g'(X)ZO = —(n+1)2 X*+1=0 = Xl:_ﬁ ’ Xzzﬁ

. 1 . .
- — Limg(x)=0 x=—— punto di massimo assoluto
n+1 n+1 X—>00 n+1

\/ / Mp=g(n)=

Limg(n):Limlzl;ﬁO La serie di funzioni proposta non converge uniformemente

X—>00 X—>00
inR.
Altro procedimento per verificare la convergenza uniforme

(n +1)x

(n +1)x
(n+1)2 x*+1

— 2 R (x,n
(n+1)2x2+1 n(x )‘<g -

R,(x,n)=S(x)-S,(x)=

Tale disequazione, per x = 0, é verificata Vv n € N, mentre, per x = 0, da essa si ricava:
(n+1)-|x|<g(n+1)2x2+g, g-(n+1)"-x*-(n+1)-|x|+£>0

le soluzioni di questa disequazione si ottengono per

|x|+«/x2—452x2 _|x|+|x|-\/l—4g2

n+1>

2ex? 2eX?
— 2 _ 2
ossia per : n+l>% e quindi anche per n >-1+%
¢ E1X
\/ ? 2
n(g,x):_1+u con xeX =R Limn(g,x):Lim _1+1+— yl-4¢ — oo
25|X| x—0 Y0 28|X|
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Poiché la funzione n(g,x) e illimitata superiormente in X la serie di funzioni proposta

non converge uniformemente in X=R. Questo significa che non & possibile trovare
nessun indice n*(¢), dipendente da £ ma non da x, tale che per n > n*(¢) I’inequazione [§] risulti
soddisfatta da ogni valore della xe X =R e questo basta per potere affermare che la serie di

funzioni data non € uniformemente convergente in R=]-oo,+o].

Z{%- n%l)le con X€R+

= e™ el

ol DR P A e

S(X): Lim ‘:1'W:|:1

n—+ow

1 1
n+i)x e(

n+1)x

el

(””)X>1 = (n+1)x>|n1 =

Ve>0 [R(X)| <& = . ;

Tl)x<g — €

el

1.1 1 1 . e . i .
n>-1+=-In= n(s,x)=-1+—-ln— La funzione n(g,x) non e limitata superiormente in R™ in
X ¢ X &

quantorisulta: Lim (-1+l-|n£j:+oo
X €

n—+w

Concludendo possiamo affermare che la serie di funzioni proposta in R"™ converge
puntualmente ma non converge uniformemente.

Se pero consideriamo la serie di funzioni per x e [a,b] c R™, abbiamo:

anSb:ESESES 1-Inls£~In£elafunzione—1+l~lnlhain[a,b]come
b x a X € a ¢ X €

. 1 1 .
estremo superiore n*(g):—1+—- In= che non dipende da x °
a ¢

‘Rn(x)‘ < & Vn>n*(5):—1+§-ln1 implica che la serie proposta converge
&

uniformemente in [a,b] .

. . . . 1 1
> Questo risultato & evidente se si osserva che la funzione n(g,x):—1+—-ln— ¢ strettamente
X &

decrescente in R™ (lo si deduce anche calcolando la derivata prima rispetto ad X ) ed il sua estremo
superiore si ottiene per X = a che &€ I’estremo inferiore della variabile indipendente X
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Serie geometriche

D a-q"=atag+aq’+ag’+aq’+...+aq +..... @
2 1-q 1-q

+0o0

a=1 laserie geometrica assume la forma: Zq“:1+q+q2+q3+q4+ ------ +q"+--
n=0

1-g™* 1

S, = S=— se -1<q<l1
1-q 1-q

n

Serie telescopiche

+o0 +o0

>a,=>(b,-b,,) = serie telescopica

+b

n+l n+2

S,=(b, +b, +b,+b,+...+b, ,)-(b +..%b,) S=lims,

N—+o0

S:i se -1<qg<1

30

caso particolare: k=3 Zan:Z(b -bn+3) S, :(b0+b1+b2)-(bn+l +bn+2+bn+3)

Sviluppo in serie di Mac Laurin delle funzioni elementari

2 3 n +o0

X X< X X ny &
e _1+X+E+§+W+H+O(X )‘;(n - 1)!_;(]”! x eR
3 5 2n+1 +00 2n+1
sin x=x—X—+X——--~+(—1)n X +o(x2n+2):2(—1)"- X x €R
3l 5 (2n+1)! = (2n+)!
2 4 2n +o0 2n
X n x 2n+1 n X
cosx:l—?+z_...+(—1) (zn)!+o(x ) .Z?,(_l) (2n); X €R
2 3 n +o0 n
|n(1+x):x-_+X?-...+(_1)“X_+o(x”):z(_1)“-1XF “1<x<1
n=1
2 3 n
X° X X n
In(l—x):—x—7— 5 _T+O(X ) -ls<x<1
ﬁ —1ox+x2 o3 Xt ---+(—1)n x4 o(xn) = f:(—l)n x":i(—l)n_l- n-1
+ n=0 n=1
ﬁ=1+x+x2+x3+x4+ ----- +xn+o(xn)= mx”:ixn_1
- n=0 n=1
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1 _ i(_l)Z X"=1-x+x =X+ - x Z(—l)n_1~X2n_2

1+x* = Z
— 1\ +o0 . AT
Trx=1+1x-1x24 ix?’—Ex‘lJr...Jr(—l)n 1(2n 1)"x”+0(Xn):Z(—1)n tan 1)"xn
2 8 48 384 (2n)n — (2n)n
-1<x<1

- X (2n+1)
3 5 (2n+1 o 2041 L. 2n-1 “l<x<l
=2| X+—+—+ + F o = =
(2n + 1) = (2n+1) 1 =(2n-1)
(1+x —1+ax+[a X2 4 ( J +---+(a]xn+o(xn ):
2 n
(0 (8 (o (ot
2 n
(a-2)---(a—n+1) N &oala-1)(a-2)---(a—n+1) p
1+Z ny nZ::O ny X
con -1<x<1 sea>0 ; -l<x<ls -1<a<0 ; -1<x<l se a<-1

— Il +oo -1\
arcsinx=x+%x3+ix5+ﬂx7+...+(2n—1x)")+0(x2n+2)zx+z((2” )t 2n+1

40" 336 (2n)1(2n +1 <~ (2n)n(2n+1)
-1<x<1
arccosx=” _x 1,385 15 7 MM(XZM)ZL*Z”M 2n+1
2 "6 40" 336 (2n)1(2n+1) 2 & (2n)n(2n+1)
-1<x<1
3 5 2n+1 +oo 2n+1 2n+3
x° X n X 2N+2 n X X
tgx=x—p X ... ) x ( ): 1) _1<x<1 R (x,0)<
AEP=XT3 g (=) n+t O\ Z;J( ) 2n+1 X<l Ry(x0) 2n+3
+o 20+ 1 36 x2n +1
arccotgx = . =X+ et +oo —1<x<1
=2n +1 3 5 2n + 1
— 1\
! _l—£x+§x2—ix3+£x4+ ..... +(—1)nun ...... =
J+ X 2" 78" 16 128 (2n)n
1-iy 132 1353 13574, +1.3.5...(2n_1)(_ )n Ny.= —1<x<1
2 2-4 2-4-6 2-4-6-8 2-4-6--~(2n)
&1:35(2n-1), .n.n &, n(2n-11 p
1 = Y (1
2 5 amam) ) = 2



—1\1 o0 Y
1 :1+£x+§x2+ix3+§x4+ ....... + Mxn+...:z(2n 1)"xn 1<x<1
1-x 2" 8 16 128 (2n)1 “ (2n)n
o — 1) ) .3.
#:Zsz”:l+£xz+13x4+135x6+ ------ “1<x<1
- & (2n) 2 2.4 2.4.6

tg x:x+1x3 +£x5 + £x7 + Ex9 + o(xlo)
3 15 315 891

sinx 1.,

e =1+ X+ =X - 4_ix5_ixﬁ+_x7+o(x8)
8 15 90 90
eCOSX_g 2, Cya X*++0(x°)
2 6 20
- I (LA L 37X7+°(X8)
8 120 240 720
earcsmx 14 x4 lxz n lxa n ix“ + lXS + Lxﬁ + £x7 + o(xs)
2" T3 T ” T8 T1aa” T 126
earctgx:1+X+%X2_£Xs_lx4+ixs 29 s 1

+ X0 — ——x" + o(xs)
6 24 24 144 1008

exarctgx:1+xz+%x L IR

X3 X5 X2n +1

. X on+1 +00 X2n +1 +o0 X2n -1
hx= 2 X% X _ _
TR TIA-TI +(2n+1)!+0(x ) 2 one1)~ {201

2 4 6 2N

X 2n +00 X2n +00 X2n72
o= e e T (e )!“’(X ):Z‘(Zn)!:,;(Zn—Z)!
tanh x = X —Ex3 + EXS — £x7 + ﬁxg + o(xlo)

15 315 891
(2n - Y1 =1.3:5.7-+(2n - 1) (2n)t =2.4.6-8--(2n)
sinhx = % coshx = e+e’
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Serie di potenze

+o0
Sa, (X%, ) =8, +a, (X=X, )+8, (X=X, ) 4 eeka, (=% ) oo =
n=0

serie di potenze di centro x, (o punto iniziale x,) e coefficienti a,

+ o0

n__ 2
Zanx =a, +aX+ax’ +oee-s +a X e
n=0

serie di potenze dicentro x, =0 (0 punto inizialex, =0) e coefficienti a,

Per una serie di potenze possiamo determinare un numero positivo p, detto raggio di
convergenza tale per -p <x <p la serie converge assolutamente ed uniformemente, mentre non
converge per x<-p ed x>p. Nulla puo dirsi per x=+p. Per p=-+oo la serie converge per
qualsiasi valore della x. Per una serie di potenze possiamo determinare anche un intervallo

di convergenza |x,—p,X,+p[ che pud ridursi al solo punto x =X, (x=0) o all’insieme R.

X=X, +p

x
X
- O

v
X

a

L 4 J hd
1 * ° * 1
X, — o X, X =X to

Una serie di potenze € assolutamente convergente nell’intervallo limitato e chiuso [a,b]

quando € convergente in [a,b] la serie dei valori assoluti dei suoi termini

a, X"

a, (x| (3

Teorema di Welerstrass: Se i valori assoluti di una serie di potenze non superano i
corrispondenti di una serie convergente a termini costanti, allora la data serie converge

assolutamente ed uniformemente. Una serie che sia assolutamente ed

uniformemente convergente si dice totalmente convergente.
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Con parole diverse possiamo dire che una serie di potenze é totalmente convergente se é

maggiorata da una serie numerica convergente a termini positivi.

+o0

Sia J = ]x0 - P, X, +p[ I’intervallo di convergenza della serie di potenze z a, (x-xo)n :

n=0

e p=0 = laserie di potenze converge soltanto nel punto x = X,

e 0<p<+ow laserie di potenze converge assolutamente in ogni punto dell’intervallo

limitato ed aperto ]Xo-p,xo+p[ e totalmente in ogni intervallo compatto [a,b] contenuto in

<4

T =%—-p.X+p[. X7 a

e p=+w la serie di potenze converge assolutamente in ogni punto xeR e

totalmente in ogni intervallo limitato e chiuso [a,b] di R.

—g-
v

e Teorema di Abel

Se la serie di potenze converge nel punto x = x_ +p allora essa converge uniformemente in

ogni intervallo limitato e chiuso [a;x, +p] con x,-p<a<x, +b

Se la serie di potenze converge nel punto x =x_-p allora essa converge uniformemente in

ogni intervallo limitato e chiuso [x, -p;b] con x,-p<a<x +b

e Se J :[Xo-p,xo+p] e I’intervallo di convergenza di una serie di potenze che converge
assolutamente negli estremi di J =[x,-p,x,+p] allora la serie di potenze converge

totalmente in J =[x,-p,x, +p].

Se la convergenza della serie di potenze e semplice ma non assoluta allora la serie di

potenze in J =[x,-p,x, +p] converge uniformemente ma non totalmente.

34



35

Raggio di convergenza

Criterio di D’Alembert o criterio del rapporto

p=-+w se L=0

lim |—n£t

n—+wo| g

1
>
U

)

p=0 se A=+w secalcolo lim|——|=A = p=A

n—>+oo a

>

n+1

p=% se <A<+

Criterio della radice o di Cauchy-Hadamard

p=-+w se L=0

lim a,|=% = p=
n—+ow

=4p=0 se A=+

> |

1

=— se <A<+
A

Intervallo di convergenza

(1) p=0 laserie di potenze converge soltanto nel punto x =X, (x=0)

(2) 0<p<+wo laserie di potenze converge assolutamente per XE]XO—p,XO+p[ e
totalmente per ogni intervallo limitato e chiuso [a,b] contenuto in J =]x, —p,%,+ o[, mentre
non converge in alcun punto x esterno all’intervallo J = ]x0 - P, X, +,o[. Nulla possiamo dire sulla
convergenza della serie di potenze nei punti X,—p (—-p)e X,+p (+p). In questi punti la

serie di potenze diventa una serie numerica che va studiata applicando i criteri delle serie
numeriche.

X, +p

_,
4o
v
x

>
o
|
i)
QD
¢
< ¢
o
X

(3) A=+ laserie di potenze converge assolutamente VxeR e totalmente per
ogni intervallo limitato e chiuso [a,b] di R.

—g-
v
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Concludendo possiamo affermare quanto segue:

L’insieme di convergenza di una serie di potenze e un intervallo di centro x=x, (x=0) che:
(1) siriduce al solo punto x=x, (x=0) se il raggio di convergenza é p =10

(2) coincide con R se p=+w

(3) éun intervallo limitato ed aperto |x,—p,%,+p[ (J-p.+p[)se 0<p<+ow

In questo caso nulla possiamo dire sulla convergenza della serie di potenze agli estremi
dell’intervallo |x,—p,%,+p[ (]-p.+p[). Dobbiamo studiare la serie di potenze per

X=X,—p (X=—p)eper x=X,+p (x=+p) che diventa una serie numerica a termini costanti.
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Successioni di funzioni

(1) Limf (x)=f(x) =funzione limite

n—+w

X= [a;b] =dom f (x) 0 un suo sottoinsieme e I’intervallo di convergenza puntuale

f (%)-f (x)|=

R, (X, n)|:(p(n,x) resto ennesimo

(2) Lasuccessione di funzioni f, (x) converge uniformemente alla funzione limite f (x) in

f,(x)-f(x)|=sup

xeX

X =[a;b] seesolose sup Rn(x,n)|—>0 quando N—+ oo
xeX

suplf, (x)-f (X)|:le;l>E) R, (x.n)| :SXL:E(P(H’X) ={('\P/I(;3)

lim ¢(n)=1lim M(n)=0 = convergenza uniforme

n—+oo n—+oo

lim ¢(n)=0 oppure lim M(n)=0 = convergenza puntuale

n—+oo n—+oo

¢(n) = estremo superiore della funzione R, (x,n)=¢(n,x)
M(n) = massimo assoluto della funzione R, (x,n)=¢(n,x)

Se R, (x,n) & strettamente monotona si calcola il suo estremo superiore ¢(n), altrimenti si

calcola il suo massimo assoluto M(n)

n(e,x) convergenza puntale

(2) [£(x)-f,(x)|=|R,(x,n)| <= Vn>{

n(e) convergenza uniforme

) . o N ) n(e,x) convergenza puntale
Se algebricamente non é possibile stabilire la relazione vV n> )
n(e) convergenza uniforme

allora si utilizza larelazione  supn(e,x)=n(¢) =  convergenza uniforme
xeX
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Se n(a,x) e strettamente monotona si calcola il suo estremo superiore n(a), altrimenti si

calcola il suo massimo assoluto M(a)

(5) Se esiste una successione numerica {a,} a termini positivi e infinitesima tale che risulti

[F(x) - f,(x)] =

uniformemente alla funzione limite f(x) in X.

Rn(x,n)‘<an v xe X , allora la successione di funzioni f (x) converge

Serie di funzioni

D N O0=H (041, ()1, (=51
n=1

X=[a,b] = insieme di convergenza puntuale

(2) Sepossibilesicalcola S, (x)=f, (x)+f,(x)+:----+f (X)

(3) R, (X)=S(x)- S, (X)=F . (X)+F,.,(X)+

Sn (X)_S(X)| -

Rn(x,n)|:(p(n,x) resto ennesimo

(4) Sicalcola sup|Sn (x)-S (x)|=sup R, (x,n)=sup(P(n,X){(:/l(E‘r3)

¢(n) = estremo superiore della funzione R (x,n)=¢(n,x)
M(n) = massimo assoluto della funzione R, (x,n)=¢(n,x)

Se R,(x,n) é strettamente monotona si calcola il suo estremo superiore ¢(n),

altrimenti si calcola il suo massimo assoluto M(n)

lim ¢(n)=1lim M(n)=0 = convergenza uniforme

n—+oo n—+oo

lim ¢(n)=0 oppure lim M(n)=0 = convergenza puntuale

n—+oo n—+oo
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n(e,x) convergenza puntale

(5) ‘S(X) -Sn(X)‘ = ‘Rn(x,n)‘ <g Vn>{

n(e) convergenza uniforme

) . o N ) n(e,x) convergenza puntale
Se algebricamente non é possibile stabilire la relazione VvV n> )
n(e) convergenza uniforme

allora si utilizza larelazione  supn(s,x)=n(¢) =  convergenza uniforme

xeX

Se n(a,x) e strettamente monotona si calcola il suo estremo superiore n(s),

altrimenti si calcola il suo massimo assoluto M(s)

n(e,x) & dotato di estremo superiore (massimo assoluto) n(g) si ha la

convergenza uniforme altrimenti si ha convergenza puntuale

(6) Una serie di funzioni maggiorata da una serie numerica a termini positivi

+0o0 +o0

convergente [an(x)s Zan] converge totalmente e quindi anche uniformemente,
n=1 n=1

assolutamente e puntualmente.

+00

Con parole diverse ma equivalenti possiamo dire che una serie di funzioni an(x) si dice
n=1

+ o0

totalmente convergente in X =[a,b] se e possibile determinare una serie numerica z M, atermini
n=1

non negativi convergente tale da avere: |fn (x)|s M, VneN A VxeX

Per M. potremmo scegliere, se possibile, I’estremo superiore o il massimo assoluto in X=[a,b]

della funzione f,(x)
(7) Z(-l)n f,(x) = serie a segni alternati. Si applica il criterio di Leibnitz
n=1

Serisulta f_,(x)<f (x) e lim f (x)=0 laserie di funzione converge puntualmente.

N—+o0
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Poi si risolve la disequazione

n(e,x) convergenza puntale

‘S(x)-Sn(x)‘z‘Rn(x,n)‘< f.(Xx) Vn> _
n(e) convergenza uniforme

(8) Per calcolare I'insieme di convergenza puntuale X si possono utilizzare i criteri ci

convergenza validi per le serie numeriche a termini positivi. Questo procedimento € necessario

quando della serie di funzioni non siamo in grado di calcolare la somma Sn(x) dei suoi primi n

termini
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