Analisi vettoriale

Gradiente di una funzione

Data la funzione scalare f(x,y)= f(P) definiamo gradiente di f il vettore definito dalla

seguente relazione vettoriale:  grad f =V f =ﬁ-f+ﬁ- j
O X oy
Per una funzione f(P)=f(x,y,z) abbiamo: grad R A I A -]+af -k
X ay oz

Per una funzione ad n variabili f (P)=f(x,X,,---,X,) abbiamo:

grad f=Vf{ =ﬁ.§1+0”f 'é2+ of _e,n
% %, X

L’operatore vettoriale Vv, che trasforma una funzione in un vettore € detto operatore nabla

oppure operatore hamiltoniano. Il gradiente & un operatore che applicato ad uno scalare
f produce il vettore le cui componenti sono le derivate parziali della funzione scalare f.
Il gradiente di una funzione f puo essere indicato anche col seguente simbolo:
V f(P)=grad f (P)=(f/(P), f/(P), f/(P)) [5]
Il gradiente della funzione f(x,y) nel punto (x0 : yo), indicato col seguente simbolo:
V (%, Yo)=arad f (%, ¥,) = £(% o) T+ £(%, ) T=( (% ¥0), £y (% ¥e))  [6]

ha un significato simile a quello della derivata f '(xo) di una funzione f(x) di una variabile reale
nel punto x,. Infatti f'(xo) rappresenta il coefficiente angolare della retta tangente alla curva di
equazione y = f(x) nel punto di ascissa x,. Nel caso di una funzione a due variabili f(x,y) il
gradiente, valutato nel punto (xo,yo), fornisce i coefficienti dell’equazione del piano tangente alla
superficie solida che & grafico della funzione f(x, y) . L’equazione del piano tangente e:

z = F(%0¥0)= T (%Yo ) (X=%)+ F, (X, ¥o) - (Y= Yo)
Calcolare il gradiente della funzione f(x,y) = x* + y* nel punto P,(3,2)
f,=2x,f(32)=6,f =2y, f(32) =4, Vf(32)=gradf(3,2)=6-T +4-]=(6,4)
Calcolare il gradiente della funzione f(x,y,z)=x*+y?+z* nel punto P,(-1,3,-2)
fo=2x, f(-13-2)=-2 , f, =2y , f(-13-2)=6, f, =2z, f(-13-2)=-4

grad f =—2-7 +6-J+-4-k=(-2,6,-4)
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Il simbolo V rappresenta un operatore simbolico che si puo esprimere scrivendo:

E si chiama operatore nabla oppure operatore hamiltoniano. La notazione V f si legge

gradiente di f oppure nabla f .

Campi vettoriali
Supponiamo che ad ogni punto di una certa regione A dello spazio R® sia associato il vettore

- - -

V=V(P)=V(F) con r=P—0=x-i+x:j+x-k=OP=(x,y,2)

L’insieme di tutti questi vettori costituisce un campo vettoriale; diciamo pure che la regione A
dello spazio R® & sede di un campo vettoriale. Quindi un modello di campo vettoriale
V(P) si ottiene considerando, per ogni punto P e Ac R®, il vettore V(P) applicato in P . Quindi

un campo vettoriale é un qualsiasi vettore v funzione del punto P(x, y,z) al quale e

applicato. Se il vettore v & una forza F otteniamo un campo di forze come il campo
gravitazionale, il campo elettrico, il campo magnetico. Se \7(P) non ha alcun significato fisico
abbiamo un campo vettoriale puramente matematico. Concludendo possiamo affermare che
un campo Vvettoriale & un qualsiasi vettore v funzione del punto P(x, Y, z) al quale é applicato. In

simboli abbiamo: v =V(P)=V(F) dove P ¢ il generico punto dello spazio al quale & applicato il

- -

vettore v .ed r=P-O=x-i+Xx-j+x-k e il raggio vettore associato al punto P. Un campo

vettoriale dello spazio R? si ottiene assegnando la funzione vettoriale:
= = = = = =
V=V, i +V - j+V, k=X T1+Y-j+Z-k

dove v, =V, (X, y,2)=X=X(xY,2), v,=V, (X, y,2)=Y =Y (X,¥,2), V,=V,(X,Y,2)=Z=Z(X,Y,2)
sono le proiezioni del vettore V sugli assi cartesiani Oxyz e sono definite in un insieme Ac R®
Se ci si limita a fare variare P in una regione piana e se il vettore v(P) appartiene sempre al piano

considerato diremo che trattasi di un campo vettoriale piano.
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In tal caso, assunto il piano come piano Oxy, e sempre Z=v,=0 mentre X e Y sono funzioni di x
ed y. In simboli abbiamo:

- - -
. 3
-1 J

V=V(P)=V(x,y)=V, (X y)- i+V (xy) j=X(xy) i+Y(xy) j=(X.,Y)
Divergenza e rotore di un campo vettoriale

Definiamo divergenza di un campo vettoriale

- - -

V(P)=v,(x,y,2)-i+Vv, (X Y,2)- j+V,(XY,2)-k

- : . ov, OV, 9v
la funzione scalare definita dalla seguente relazione: divi=—2+—L 42
ox 0y 01z

oV
Nel piano abbiamo: diV\7=aVX +—r
ox 0oy

Definiamo rotore (o rotazione) del campo vettoriale \7(P) il vettore dello spazio definito

dalla seguente relazione vettoriale:

i k

__[ov, Ov ). (dv, Ov,)~ (OV, Ov, |- |0 & 0O
rotv=| —%— ol = || e R e — —
oy 0z 0z OX ox 0y ox o0y 0z

v, Vv, V

Le componenti del vettore rotV coincidono con i minori che si ottengono sopprimendo la 1%, la 2%,

la 3* colonna e cambiando di segno il secondo.

: Il prodotto scalare del vettore simbolico V per il vettore \7(P) e uguale alla

divergenza del vettore V(P). Infatti:

- - - > - - ov :
vav=| i1 9k X(VX' i +Vy'J+VZ'kj:aVX + Y OV vy
ox o0y~ 0z ox 0y 01z
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: Il prodotto vettoriale del vettore simbolico V per il vettore \7(P) e uguale al

rotore del vettore V(P). Infatti:

i ] k
ov, \ - - [OoV —
vav(P)=| L O O [ QVe V|7 [ OV OV 5 OV OV | g pory(p)
oy 012 0z 0X ox 0y

BIEilglPAlelals: Un campo vettoriale il cui rotore sia identicamente nullo si dice che & un

campo irrotazionale.

: In campo vettoriale \*/(P):vx(x,y,z)'7+vy(x,y,z)~T+vZ(x,y,z)~E e

irrotazionale se e solo se la forma differenziale associata v, -dx+v, -dy+v,-dz ¢
chiusa.

Le due definizioni sono equivalenti in quanto se v e un campo vettoriale definito a partire da una

forma differenziale chiusa, allora esso ha rotore nullo. Viceversa un qualsiasi campo vettoriale

con rotore nullo ha la forma differenziale associata v, -dx+v -dy+v,-dz

chiusa.

Dei tre operatori grad, div, rot si puo rilevare che: e il gradiente opera tra scalai e vettori e la

divergenza opera tra vettori e scalari e il rotore opera tra vettori e vettori

Quando un campo vettoriale v soddisfa alla condizione divv=0 si dice solenoidale; quando

soddisfa alla condizione rotv=0 si dice irrotazionale.

Circuitazione di un campo vettoriale

Sia AcR? un dominio regolare avente come frontiera la curva piana y. Definiamo

circuitazione del campo vettoriale \7(P) lungo la linea chiusa y I’integrale curvilineo

del prodotto scalare VvxdP =vx7-ds esteso alla curva y. f(P) e il versore tangente a » nel
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punto P avente lo stesso orientamento del verso positivo del cammino di integrazione. In simboli

abbiamo: Cy(\*/):gS\*/xdﬁP:gS\?xf-d s:quX -dx+v,-dy+v,-dz
/4 /4 /4

Tale relazione si chiama anche la circuitazione del campo vettoriale \7(P) lungo la

frontiera di A nel verso positivo. Di solito il verso di percorrenza di » € quello antiorario.

Se il vettore \7(P) e una forza If(P) allora il seguente integrale di linea

L (F)= § FxdP= ¢ F-dx+F,-dy+F dz

7(AB) ¥(AB) ¥(AB)

Rappresenta il lavoro compiuto dalla forza quando questa sposta il suo punto di applicazione da

una posizione iniziale A ad una posizione finale B.

: Dati la circonferenza o di centro O(O;O) e raggio r=1 ed il campo vettoriale

\7(x, y) =Xy-i —y-] determinare la circuitazione di v lungo la circonferenza o orientata in senso

antiorario.
_{x:coss dx=—(sing)d 4 {x’:—siné2
|y=sing y=(cos3)d 9 y = C0S &
27 27 127r
C(V)=v,-dx+v,-dy= [(-sin’9-cos$-sing-cos9)d 9= I—sinzgdsinS—EIsinzgdZS
o 0 0 0
2

C(V)= {—%sin3 9+%cos 23} :%—%:0

0
Il vettore v &, punto per punto, perpendicolare alla circonferenza goniometrica o .

Lavoro compiuto da una forza

N
Consideriamo un campo di forze caratterizzato dal vettore F(x, y) che e la forza applicata al

punto  P(x,y). Sia dP = (dx,dy) = dx-i + dy-j il vettore spostamento

infinitesimo applicato in P(x,y). Se la forza F sposta il suo punto di applicazione P(X,y)
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lungo una curva y diciamo che essa compie lavoro. Se sposta il suo punto di applicazione lungo il

tratto infinitesimo d P della curvay compie il lavoro infinitesimo (0 elementare):

dL=FxdP = H|d P|-cosd = X (x,y)dx+Y (x,y) dy
mentre se sposta il suo punto di applicazione lungo y dalla posizione iniziale M a quella finale N

compie il lavoro: L=J‘h:l FxdP =I: X (%, y)dx+Y (x,y)dy

Integrali del tipo J'h:l X (x,y)dx +Y(x,y)dy (che rappresentano il lavoro compiuto da una forza

lungo una curva y a partire dal punto M fino al punto N ) sono integrali curvilinei di una
forma differenziale lineare o integrali curvilinei di seconda specie o

integrali curvilinei ai differenziali delle coordinate.

Se I’integrale curvilineo di seconda specie non dipende dal cammino di integrazione y ma dipende

esclusivamente dalla posizione iniziale M e da quella finale N, diciamo che siamo in presenza di un

campo di forze conservative e la forma differenziale associata Xdx +Ydy

prende il nome di forma differenziale esatta in quanto essa € il differenziale totale di una

funzione U (x, y) che rappresenta un potenziale scalare del campo vettoriale E cioé:
du =Udx+U dy=Xdx+Ydy

Se X dx +Ydy e una forma differenziale esatta, allora indicato con U(X,y) una sua qualsiasi

. ey . . — N
primitiva risulta: [**] (y) L(F): I dU:J.M X (%, y)dx+Y (x,y)dy=U(N)-U (M)
7(M—>N) 7(M—>N)
qualunque sia la curva semplice e generalmente regolare y contenuta nell’insieme di definizione A
di X e Y e congiungente M ed N.

Per stabilire che la forma differenziale X (x,y)dx+Y (x,y)dy e esatta basta verificare che essa &

chiusa ed e definita in un dominio semplicemente connesso.

Una forma differenziale o=X(x,y)-dx+Y(x,y)-dy definita in un insieme aperto Ac R?

: : . i - . oX oY
e diclasse C' in A, si dice chiusa se verifica la seguente relazione —=—

oy OX
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Se poi I'insieme A é anche semplicemente connesso allora la forma differenziale

w=X (x, y)-d x+Y(x, y)-d y si dice esatta. Se la forma differenziale é esatta allora esiste una

funzione U (x,y) per laquale risulta: @=dU (x,y)=X(X,y)-dx+Y (x,y)-dy

Un aperto connesso Ac R” si dice semplicemente connesso se una qualsiasi curva piana

semplice e chiusa tutta contenuta in Ac R* & la frontiera di un insieme di punti tutti appartenenti
ad AcR”. Un dominio limitato mediante un unico contorno costituito da una linea chiusa &

semplicemente connesso.

La funzione U (X,y) puo essere calcolata anche in base al seguente ragionamento. Se U(X,y) € una

primitiva della forma differenziale lineare X dx+Y dy risulta identicamente: Z—U= X (x, y)
X

Detti x, un punto fisso ed x un punto variabile dell’intervallo limitato e aperto ]a,b[, per ogni
y €lc,d[ (cioé pensando di mantenere fisso y) abbiamo: U (x, y):J‘X X (xy)dx+y(y)
Xo

(abbiamo effettuato una integrazione indefinita rispetto ad x mantenendo y costante; per questo

motivo la costante additiva & una funzione di y, cioé: C = y(y))

Partendo dalla relazione ?—U:X (x, y) ricaviamo U :I X(x,y)dx+y(y) (Potremmo scrivere
X

Xo

semplicemente U =I X (x,y)dx+y(y)). Derivando ambo i membri rispetto ad y otteniamo:

2 Py St ()L ox (59)07)

YO =[Y (G Y) [ +7'(y) L YOW)=Y (6 9)=Y (X, V) +7'(Y)

7=y = 7 (¥)=] Y (%, y)dy+C

Partendo dalla relazione %:Y (x, y) ricaviamo U =J‘yyy(x, y) dy+g(x)
Derivando ambo i membri rispetto ad x e ricordando che Z—U: X (x, y) ricaviamo:
X
X (% y)= j—dy j%;m X)=[ aX(xy)+g'(x)

X Y)=XXY)-X(6Yo)+0'(X) gX)=X(XY,)  g()=]] X (x,y,)dx+C
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: Riconoscere che la forma differenziale
w=dU (x,y)=(3x’y—y*)-d x+(x*~2xy+1)-d y &l differenziale esatto di una funzione U (x,y)

della quale bisogna calcolare la sua espressione analitica.

Il domino della forma differenziale proposta @ R® che & un dominio semplicemente connesso.

oY

X(xy)=3xy-y* Y(xy)=x-2xy+1 %zgxz_zy N a2y oX oY

oy ox

AU x U _x
=X (0 y)=3y-y’ U=[ (3xy=y*)dx+r(y) &,—yzfo(3xz—2y)d><+7'(y) ’

y
X =2xy+1=xX>-2xy+7'(y) 7'(y)=1= y(y)zjdy:y+C = U(x,y)=x’y-x*+y+C
0

: Data il campo di forze F =y-i +x-] calcolare il potenziale ed il lavoro compiuto da

F quando sposta il suo punto di applicazione dalla posizione di ascissa x =0 alla posizione finale

X = cost

di ascissa x = lungo la curva y di equazione { o
y =sin

La forma differenziale X -d x+Y-dy=y-dx+x-dy é chiusa in quanto risulta: 9xX _ 0 AR 0

oy oX

Essa & esatta in quanto il suo dominio & R? che & un dominio semplicemente connesso.

Possiamo calcolare il suo potenziale U (X, y). Z—U: y = o0U=y-0x j@U = y-jax+y(y)
X

U=yx+y(y) % =x+'(y) ricordando che % = X possiamo scrivere: X =X+7'(y) »'(y)=0

7(y)=C U=yx+C x=0 = y=1 A(10) punto iniziale x=z = y=-1 A(-10)

punto finale  L(F) = j y-dx+x-dy=U(B)-U (A)=0-0=0

A—>B ASSB

FxdP=0 = F LdP La forza & punto per punto, perpendicolare alla traiettoria che la

circonferenza goniometrica.



Analisi vettoriale

Flusso del vettore v uscente da una linea piana frontiera di un dominio
piano

Consideriamo il campo bidimensionale \7=X(x,y)-?+Y(x,y)-T dove X,Y sono funzioni

. . . .. 0X oY .
continue con le loro derivate prime parziali —— e — nel domino regolare Ac R’ avente come

ox oy

frontiera 0 A=f, (A) la curva piana y . Abbiamo visto che nel piano risulta diV\7=%—x+g—Y
X y

- dr .. -
t=— ¢éil versore tangente positivo
S
. - dy - dx - ..
A=t Ak=—=-i——-] eil versore normale
ds ds 5 ——z

Le formule di Gauss nel piano ci consentono di scrivere:

ﬂ(5+—jd xdy = f_([A)Xd y-Yd x:ﬂ(x T+Y - J)xAds = [[vxn]ds

+y
essendo fi il versore normale esterno alla frontiera f (A)=0A=+y.

LGLelgEIlngt!: Se lungo la curva p scegliamo come verso positivo quello antiorario allora f
rappresenta il versore positivo rivolto verso I’esterno della curva y. Concludendo possiamo

affermare che se v é il campo vettoriale piano di componenti X,Y continue con le loro derivate

parziali % N isulta: ”(divv)d xdy= j (vxi)ds [o]
ox 0oy I A

essendo i il versore normale esterno alla frontiera f, (A)=0A=+y.

x=X(t
Sia { ) te[a,b] una rappresentazione parametrica della frontiera del domino regolare
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Poiché risulta: t—? i (;_y X(t) -T+ y’z(t) e
ool o)
ﬁ=d—y-T—ﬂ-7: y'(t) i X(t) -] possiamo scrivere:

s ds ! \/[X’(t)S] +[ y'(t) \/[X S] +Ly'(t ]

Vxﬁ:(x T+Y-fjx ﬂ-r—ﬂ-j} Xo'ld y—YadX (Uxi)ds=X-dy-Y-dx
S S

Uxii=[ X P4+Y-] |x y'(t) i X'Z(t) |-
( j XOsT[y®F  {x®sT [y ()]
X-y'(t) Y- X(t) _Xey(t) - YexX(t)

RO O] QST OF R @sT v ]

ds=J[x'<t>T+[y'<t>T 4t

T ‘JExy ONRER )t]) O+ 0T at=x v (1) - v x(

[[(@iveydxdy= [ (wxm)s=["(X-y(t)-Y -x(t))-dt

A ()

Il teorema [a] prende il nome di teorema della divergenza nel piano. L’integrale

'[ (vxfi)ds sichiama il flusso del vettore v uscente dalla frontiera f (A)=0A=+y del
fr(A)

dominio piano A.

Il teorema precedente puo essere cosi riformulato: L’integrale della divergenza di un vettore v

esteso ad un dominio Ac R? & uguale al flusso del vettore v uscente dalla frontiera di A.

oxX oY
Se le funzioni X edY sono funzioni continue con le loro derivate prime parziali — e — nel

0X oy

domino regolare A R* avente come frontiera o A= f, (A) la curva piana y, risulta:

10
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oX oY
f,.([A) Xd y+Yd x:jﬂa—a—y]d xdy

Tale relazione prende il nome di formula di Green ed esprime il teorema di Stokes nel

piano.

11
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Come si stabilisce la coerenza dell'orientamento del versore tangente positivo con

I'orientamento positivo della frontiera?

La frontiera di A, come curva regolare y, ammette versore tangente t in tutti i suoi punti. Per ogni
punto della frontiera » é definita la retta normale come retta perpendicolare alla tangente. Secondo
convenzione, si orienta la retta normale verso I’esterno dell’insieme A e si considera il

corrispondente versore normale esterno fi. Si orienta poi il versore tangente t in modo che la

coppia (ﬁ,f) risulti congruente all’orientamento degli assi cartesiani Oxy, cioe alla coppia di

ed una opportuna traslazione il versore fi coincida col versore i dell’asse delle ascisse ed il versore

t coincida col versore j dell’asse delle ordinate. In corrispondenza all’orientamento del versore
tangente t, viene indotto un orientamento sulla frontiera f.(A)=0A che, per convenzione, viene

detto positivo. La frontiera cos’ orientata si indica col simbolo +0 A.

In figura e rappresentato un insieme A ' /'retta normale

la cui frontiera é I’'unione di due
Curve 73, 7,. 0A=yLUy,=y Uy,
L’orientamento positivo di 0A

corrisponde al verso antiorario

della curva y,=y" ed al verso

1

orario della curva y,=y

2" ) x

y
Esempio numerico !
D:{(x, y)e]R2:x2+4y2£1,8x2+8y221}
Si puo notare che la frontiere dell’insieme D e yi *

composta da due contorni, I’ellisse y,=y" e la ﬁi}\ .
circonferenza y,=y. . &z/

12
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Teorema di Stokes
Il teorema di Stokes € una estensione del teorema di Green nel piano in forma vettoriale a superfici

e curve in tre dimensioni, cioé nello spazio R®.

Supponiamo che la superficie S abbia equazione z = f(x,y) [3] e questa funzione sia

definita e continua in tutti i punti del dominio normale D, proiezione ortogonale di S sul piano Oxy .
Consideriamo nel piano Oxy e nel dominio D un elemento infinitesimo di superficie d o=dxdy
Questa superficie infinitesima d o, proiettata ortogonalmente su S, da I’elemento infinitesimo di superficie

dS.Se n ¢eil versore normale positivoa d S in un suo punto interno P(x, y,z), la relazione che

N
intercorretra d S e d o €: do=dxdy=dS-cosnz=dS-cosy

d ds
‘:’i 2= Ly
(72 CR RTINS E——
pRET |
.-"Iil_'._ﬁ i lj

! b

{\ﬁﬁf:fi‘{-@'

Sia V(P)=V(x,y,z)=X(xy,2)-T+Y(x,y,2)-J+Z(xy,z)-k  un campo vettoriale definito

H,

nell’insieme Ac R®. Sia S una porzione di superficie regolare dotata di bordo regolare contenuta
in A esia n il versore normale positivo di S. Si chiama flusso del campo vettorialev

attraverso la superficie orientata S dal suo versore positivo f, il seguente

integrale superficiale: ~ @ (v):j(w f)dS :”(\7>< N)d xd y
S D

Per definire il flusso occorrono: (1) una superficie regolare S (2) un campo vettoriale v definito

in tutti 1 punti di S (3) una scelta del versore normale i su S.

Se il versore normale n é orientato verso I’esterno della superficie S si parla di flusso uscente

attraverso S.

13
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x=x(u,v)
Per una rappresentazione parametrica di S del tipo y=y(u,v) (u,v)e DcR? abbiamo:

z=z(u,v)

cbs(v):!(\*/xﬁ)d o=[[(vxN)dudv

D

dove D & la proiezione ortogonale della superficie S su piano Ouv ed N & un vettore normale alla
superficie S, precisamente € il vettore:

oy oyl |ez oz |ox ox
~ - - _ ou ov ou ov ou ov
N=N,-T+N,-J+N,-k=(N,,N,,N,) N, = N, = N, =
9z 8z 7 jox ox oy oy
ou ov ou ov ou ov

35
Il
—_
>
>
>
~—
I
=
1

||N|| versore normale positivo della superficie S

Si pud dimostrare che ||N||=d o e quindisi hache: (Vxfi)d a:(vX *)du dv

Riportiamo alcune notazioni usati spesso in questi argomenti.

. OX s+ 0y - 07 - (0x 0y 0z . OX ~ 0y - 07 - [0OX 0y 012
g=—1+— J+— k=| — —,— o,=—1+— J+— K=| —,—,—
ou ou ou ou ou ou ov ov ov oV 0oV oV
oy oy oz 27| |ox ox
- - - _ |du Ov|. |ou o0v| . |[Odu oOv| -
Py AP, =N=N_-T+N -j+N, -k= -1 ]+ k

+ . .
©ojoz oz lax X foy ay
0z OV 0zZ OV 0z7 OV

La direnzione del vettore é la direzione normale alla superficie S in un suo generico punto. Ne

Il versore i é chiamato versore normale positivo e la “faccia” della superficie S rivolta

|Zl

. . . N .
consegue che il versore normale fi in un generico punto di S é: n:ﬁz
6.~ |

Zi

nel verso di i e detta faccia positivadi S ed ¢ indicata col simbolo +S .

Calcolare il lusso uscente attraverso la superficie S del campo vettoriale:

14



Analisi vettoriale

y - —

V(X,y,2)=Xx-T1+——j+z-k

dove S é la superficie di equazioni parametriche: S:{y=v

y+12Z

X=u-e"

Z=u-v
v:ioglt
,/l' u
e 1 2
disegnato nella seguente figura: ’
oy oy oz oz| |ox ox
. - - -~ [0u oOVv|. |[0u 0Ov| ., |ou ov| - .
Sia g, Ap,=N=N_1+N -J+N,-k= 1+ S -k in
/ oz oz |ox ox| oy ay
0z 0V 0z OV 0z 0OV
R : _ p, AP, N .
normale alla superficie S in un suo generico punto, ed f =M=—; il suo versore.
6. A8 |N
oy oy 0z oz
ou ov|l |0 1 ou ovl |1 -1 v
N, = = =-1 N, = = =(1+u)e
oz 0z |1 - b o|ox ox| " u-e’
0z 0OV 0z OV
ox ox
ou ov V. ou-e' - . .
N, = O N=—i+(1+u)e“-j+e“-k=(—1,(1+u)e“,ev)
ay oyl 'Jo 1
0z 0V

Lanormadi N é: ||N*||:\/1+(1+u)2-ezv+e2v = J1+2e% +u%® +2ue®

Per la superficie parametrizzata, si ha che:

~ OX =

P, =—"1+—"] +2 IZ—(% oy ﬂj:(e",o,l)

essendo (u,v)e D, dominio

versore

15
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@V:%r+ﬂ]+gﬁz %’a_y,ﬂ :(ueV’L_l)
oV oV oV oV 0V 0OV

V:(X,L,zj:[u -ev,x,u—vj N :(—l,eV +uev,ev)
y+2 u

Vx N :(u -eV,X,u—vjx(—l,eV +ueV,eV):XeV (Vxn)d 0':(\7>< N)du dv="e" dudv
u u u

Osservando che il dominio D & normale rispetto all’asse u il flusso richiesto é:

O, (V)=[(vxi)d o=[[(vx N)dudv=JjX-eVdudv='2[£dulrj‘uv-evdv
S D D u lu 0

Inu

Integrando per parti otteniamo: J'v-evd v :(v—l)eV +C J v-e'dv=1-u-u-Inu
0

2
1—u—u-|nudu=Idu

Ilnu-du:—u—lnu+K CDS(\*/)=J2‘ ——Jz'du+j.lnu.du
1 u u 1 1

1

@ (V)=In2-1+[-u+u-Inu] =In2-1-2+2In2+ 1 =3In2-3

16
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Un altro procedimento per calcolare il flusso di un campo vettoriale

Teorema della divergenza o teorema di Gauss o teorema di Green nello
spazio

—

Collega il flusso @ ( ) di un campo vettoriale v:(X,Y,Z) attraverso una superficie gobba S

all’integrale triplo della divergenza del campo vettoriale \7=(X,Y,Z) esteso alla regione V

individuata dalla superficie S.

<DS(\7):.S|.(\7><ﬁ)dS ”( )dudv Ij.[dlvvdxdydz_jjj[ﬁx or aZdedydz

xaya

Con parole diverse possiamo dire che il teorema della divergenza nello spazio riconduce un

integrale triplo esteso ad un dominio V < R® all’integrale superficiale esteso alla frontiera S di V.

Sia V un campo vettoriale dello spazio a componenti (X,Y,Z) nel dominio regolare V, chiusura

di un aperto di R® limitato e connesso, con frontiera S costituita da una superficie regolare.

Sotto queste ipotesi I’integrale triplo della divergenza di un campo vettoriale v :(X ,Y,Z) esteso al

dominio V é uguale al flusso del vettore V:(X,Y,Z) uscente dalla frontiera S del dominio V.

V = volume delimitato dalla superficie gobba S

S =frontiera del dominio V

Teorema della divergenza nello spazio

—

Il flusso di un campo vettoriale v attraverso una superficie gobba chiusa S nella

direzione del versore i normale esterno é uguale all'integrale triplo della
divergenza del campo vettoriale v lungo il dominio spaziale V cR® individuato

dalla superficieS .

17
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Un terzo modo di calcolare il flusso di un campo vettoriale

N

n=(cose,cos B,cos y)

v

[24
B
X (0]

Sia S una superficie gobba di equazione F(x,y,z)=0. Sia V=(X,Y,Z) un vettore applicato in

ogni punto della superficie S. Sotto queste ipotesi é definito il seguente prodotto scalare

(Vxfi)dS=X-cosadS+Y-cosfdS+Z-cosydS

Esiste I’integrale di superficie del prodotto scalare (Vx M) che rappresenta il flusso del campo vettoriale

v=(X,Y,Z) uscente dalla superficie S bordo del volume V .

s (V) :j x A )d S:H(Vx N)dxdy:”(x -cosa+Y -cos f+Z-cosy)d S

”Z cosydS= J'J' Z -dxdy=0 @S(V):IIX -cosadS +HY -.cosdS +HZ .cosydS
Soxy S S S
con dS elemento infinitesimo della superficie S e cosa,cos3,cosy sono i coseni direttori del

versore fi normale positivo della superficie S.

Supponiamo che la superficie S venga incontrata in un solo punto da ogni parallela ad uno dei tre

assi coordinati e siano D, =S D, =Sq., D;=S,, le proiezioni ortogonali rispettivamente sui

Oxy !
tre piani Oxy(z=0), Oxz(y=0), Oyz(x=0). Naturalmente per utilizzare i domini D, =S

Oxy !

D, =S, Dy=S,, di R’ dobbiamo potere esplicitare rispetto alle variabili X,y,z I’equazione

F(x,y,z)=0 della superficie gobba S .
Noi sappiamo che cosa dS =dydz, cos fdS =dxdz, cosydS =dxdy e che abbiamo:

in D,=S,, F(xv,2)=0 = z=f(xy),in D,=S,, F(xy,2)=0 = y=g(xz2),in
D,=S,, F(xy.z)=0 = x=h(y,z).

18
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Sidimostrache: @ (V)= ” Z -dxdy + _UY -dxdz + H X -dydz

SOxy Sox SOyz

cps(v)=”z[x, y, f (x,y)]-dxdy+SﬂY[x,g(x,z),z]-dxdz+ ” X [h(y,z),y,z]-dydz

SOxy SOyz

S = superficie gobba frontiera (bordo) del volume V , cioé:

V' =volume avente come bordo (frontiera) la superficie gobba S .

Se la superficie S contiene una parte di superficie cilindrica le

cui generatrici sono parallele all’asse Oz, allora ¢ nullo

I’integrale HZ -cosydS= ” Z -dxdy=0 in quanto risulta:
S

SOxy

c05y=cos(ﬁf2j=cos(f,Zj:cos%:O

19



Analisi vettoriale

LGl =10 =N S o) (o1 (=We Me [T (e 'GES: Se la superficie S ed il suo bordo 0S sono orientati

coerentemente, la circuitazione del vettore v lungo il bordo 0S uguaglia il flusso del

rotore di v attraverso la superficie S . In simboli abbiamo: I(VXf)d s=I[(roth ﬁ)]d o
os S

ovvero, in forma scalare:

I Xdx+Yd y+Zdz:j(£—ﬂjd ydz

+(%—£Jd xdz+ (ﬂ—%jd xdy
+0S +S 6)’ az 0

Z OX ox oY

j(\”/xf)d s=<j§(\7xf)ds: _[ Xdx+Ydy+Zdz rappresenta la circuitazione del campo

+0$ +0S +0S

vettoriale v lungo il bordo della superficie S.

A parole abbiamo: L’integrale curvilineo della forma differenziale @ =X dx+Ydy+Zdz lungo il

bordo 0S (orientato positivamente) e uguale all’integrale di superficie tra il vettore rotv

ed il versore fi normalead S. V=X (x,y,2)-1+Y(xVy,2)-J+Z(xy,2)-k

i ] kK
.|l o0 0| ([0Z oY)~ (0X 0Z) -~ (0Y OX )~
roov=— — —|=|———|'I+|—— | J+|——-—1k
ox o0y o0z| \ody o0z oz OX ox oY
X Y Z
Teorema di Stokes nello spazio: Il flusso del rotore j[(rot\“/xﬁ)}da di un campo

S

vettoriale v attraverso una superficie sghemba S € uguale alla circuitazione (ﬁ(fo)d s del campo
os

vettoriale vlungo il contorno y =0S.

j[(rothﬁ)]da:I(%—g—de ydz+

S +$S z
j[(rothﬁ)]dazf 9Z _OY Joosq+| 22X 02 cos B+ oY _oX cosy do
g s\ o0y 0z 0z OX ox oY

20
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I[(rot\”/xﬁ)]da: I Xdx+Ydy+Zdz

S +0S

+0S = bordo della superficie S e cosa=cos(f,X); cosS=cos(f,y), cosy=cos(fi,Z) sono i

coseni direttori del versore i normale ad S ed orientato verso I’esterno.

Teorema della divergenza nello spazio

Il flusso di un campo vettoriale v attraverso una superficie gobba chiusa S nella
direzione del versore i normale esterno é uguale all'integrale triplo della
divergenza del campo vettoriale v lungo il dominio spaziale AcR® individuato

dalla superficieS .

In simboli abbiamo:

I \7 ﬁ do= J.ﬂ dlvv)dxdydz ﬂj(ax oY gzjdxdydz_ j X dydz+Y dzdx+Z dxdy
fe(A)

r

con fi versore normale esternoa f,(A).

V(P)=V(x,y,2)= X (xY,2)-T+Y(xV,2)- T+Z(xy,2)-k

Ulteriori considerazioni sul flusso di un campo vettoriale attraverso una

superficie
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A

do =+/J7+32+J7 -dudv=y1+ p*+q* -dxdy

Il dominio D é la proiezione sul piano Oxy della superficie gobba S . Il dominio C del piano Ouv

e il corrispondente del dominio D del piano Oxy .

Sia V(P)=V(x,y,2)=X(X,y,2)-T+Y(x,y,2)- ] +Z(x, y,z)~l2 un campo vettoriale ed S una

x=x(u,v)
superficie regolare rappresentata dalle equazioni parametriche < y= y(u,v) (u,v)eC cRR? odalla

z=z(u,v)

equazione cartesiana:  z=z(X,y)="f(x,y).

Sia n il versore della normale positiva in un generico punto della superficie S. | coseni direttori

del versore i sono:

_q J

—P J )= _ 2
\/1+ p’+q° \/312+J22+J§

_ _ 1
) J1+p?+q? \/Jf+J22+J§

= —

cos f=cos(f,y

cosa=cos(fi, X

1 J, of of
con p=— Qq=—o

)z\/1+p2+q2=\/J12+J22+J§ oX oy

cosy=cos(f,Z

22




Analisi vettoriale

ox oy oz
S . . . . . . u ou au
J;,J,,J, sono i minori, presi con i segni alternati, della matrice Jacobiana x oy oz
ov av ov
oy oz ax 27| |oz ox
5 _|0u oul_ay oz oyaz __|ou ou)_jou du|_ox oz_ox oz
' |oy 9z ou ov ovoz * |ox 0z |9z x| &v ou du ov
ov 0oV ov 0v| |0v oV
ax oy
3, =|%Y Oul_ox oy _ox 2y
* |ox dy| ou ov ov ou
ov o0V
fi=cosa-T+cosf-j+cosy k=P _j4o 4 74 L -k
\/1+ p’+q° \/1+ p*+q° \/1+ p’+q°
fi= % A+ S, S+ %5 K
JIZ#3Z2432 0 JaR402432 T 0432432
o J; Iy J, —q 1

JIZ+324+32 \Ja2 432432 22402 +32

CI)S(V):!(Vxﬁ)d o=

D

]z

J'J’(X -cosa+Y-sinf+Z-cosy)do

—P
[\/1+ p®+q? ’\/1+ p®+q? ’\/1+ p°+q?

d)s(\”/)zl.(\*/xﬁ)d J:LJ'[X(u,v)-Jl+Y(u,v)-J2+Z(u,v)-J3]d ud V:J.DJ'(—p-X —q-Y-sing+Z)dxdy
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Versore i normale aduna superficie gobba S

In alcune questioni occorre conoscere le componenti (coseni direttori) del versore i normale ad una

superficie gobba S. Se la superficie S & data mediante la rappresentazione parametrica

x=x(u,v)
y=y(u,v) (u,v)eCcR?® abbiamo: fi=n,-i+n,-j+n,-k=f=cosa i +cosB-]+cosy -k

z=2(u,Vv)

i‘]l O i\]z - i\.]3 "
2 2 2.I+ 2 2 2.J+ 2 2 2-
JIZHIZHIZ 0 JIR432402 T \JI24+0240:

fi = cos(f,X) T +cos(f, V) j +cos(i, Z) -k =

Il doppio segno scaturisce dal fatto che per ogni punto P S possiamo avere due versori i, uno

positivo e I’altro negativo. Per quello positivo (negativo) prendiamo tutti e tre i segni

positivi (hegativi).

Se la superficie S ha equazione cartesiana z:z(x,y):f(x, y) abbiamo:

—q - 1 - of of

-p
-k con p=——— Qq=—o
p o q

n:\/1+ p’+q° ! +\/1+ p*+q° .J+\/1+ p’+q°

In questo caso il versore normale fi € orientato concordemente col semiasse positivo dell’asse z.
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Potenziale vettore

Assegnato il campo vettoriale E = (X Y, Z) consideriamo la forma differenziale
o(x,y,z)=Xdx+Ydy+Zdz

Abbiamo visto, che a determinate condizioni, la forma differenziale co(x,y,z) e esatta. Quando cio

si verifica & possibile trovare una funzione scalare U(x,y,z) [ f (x,y,z)] tale che risulti:

La funzione scalare U(x,y,z)=f(xy,z) si chiama potenziale scalare del campo
vettoriale E:(X,Y,Z) e si dice pure che il campo vettoriale E:(X,Y,Z) deriva da un

potenziale U (x,y,z). Ne consegue che la circuitazione di E =(X,Y,Z) lungo una qualsiasi

linea chiusa & nulla: Cy(é):q‘)Exd_)Pz(ﬁExf-d s:gSX dx+Y-dy+Z-dz
e V4 V4

Risulta pure che rotE =0 in ogni punto del dominio V cR®.
Adesso ci poniamo il problema di trovare un campo vettoriale F = (A,B,C) tale che risulti:
rotF=E

Cioé note le componenti (X,Y,Z) del campo vettoriale E trovare le componenti (A,B,C) del

campo vettoriale F . Si tratta di risolvere il seguente sistema di equazioni differenziali a derivate
parziali dove I’incognita & una funzione di piu variabili. Se risulta divE=0 allora esiste il campo

vettoriale F =(A,B,C) tale che sia: rotF=E
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oy 0z
0A_oC_,

rotF=g = {—-Z=
0oz 0X

0B 8A:Z

oX 0Y

oC_B_,

Si pud dimostrare che una delle tre componenti del campo vettoriale F :(A,B,C) e nulla; ad

esempio possiamo scrivere F =(A,B,0) oppure F=(A,0,C) oppure F=(0,B,C).

I(Exﬁ)dS:j(rotﬁxﬁ)dS: I (rotFx7)ds= j Adx+Bdy+C dz
S

S y=0S y=0S
Risulta pure: J J J J
flusso flusso circuitazione circuitazione

Analizziamo queste proprieta attraverso un esempio.

Calcolare il flusso del vettore

E=(x,z-xY*-z) attraverso la superficie

S:{(x,y,z)eR3:x2+y2+224:0,220}.

e Calcolo il campo vettoriale (A,B,C) tale che sia: rotF=E

divE=1+0-1=0 Quindi E=(X,Y,Z) & un rotore di un campo vettoriale F =(A,B,C). Posso
scegliere F =(A,B,0) per quanto detto in precedenza, ma potrei scegliere F =(A,0,C) oppure

F =(0,B,C). In questo caso scelgo F =(A,B,0).

i ]k
o 0 9| 0B oA [aB 5Aj.g_[_@%@_%j
0

t—— o ot
z 0z 0z ox 0y 0z 0z O0x 0y
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rotF=E = —g—[j:x = 0B=-x0z = IaB=—J'xaz B(xy,z)=-xz+C,(x,y) perché

la variabile di integrazione e z .

Z—A:z—x = 0A=(z-x)0z = J'aA:I(z—x)az = A(x,y,z):%zz-xucz(x,y) perché
z

la variabile di integrazione e z .

Adesso debbo determinare C,(x,y) e C,(xy) in modo da soddisfare la terza condizione

%—%=y2—z sapendo che B(x,y,z)=-xz+C,(X,y) e A(x,y,z):%zz-xz+C2(x,y).

485 0C o oy 04 0C,
0 oy ox 0y

Come seconda semplificazione cerco la costante Cz(x,y) dipendente solo dalla x. Sotto questa

o aC,(x) oC, oC aC
ipotesi risulta —2~~2=0 = C,(x)=0 = —-/+—=2-22_y?2_ 4/ = Loy? =
p 5y »(X) 2+ oy Z L=y

oC, =y’ox = jaq:jyzax C.(xy)=xy?

A(x,y,z):%zz-xz+C2(x,y):%zz-xz+0:%zz-xz B(xy,z)=-xz+C,(X,y)=-xz +xy?

rotF=g = ﬁ:(%zz-xz,-xz+xy2,0j

Si pud verificare, tramite Derive, che rotF=(x,z-xy’-z)=E
Volendo potevo scegliere come componente nulla la prima o la secondo al posto della terza.

Come bordo della superficie S posso scegliere la circonferenza di equazione x*+y* =4 giacente

X*+y*=4

sul piano orizzontale z =0. La sua equazione €: {

@S(E)zj(EXH)dS: j Adx+Bdy+Cdz= j (%22-xzjdx+(-xz+xy2)dy+0.dz
S

y=0S y=0S
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@, (E)= j (0-0)dx+(-0+xy”)dy+0-dz = j xy? dy

y=0S y=0S

) . | x=2co0s 9 d x=-2sin9d 94
Introduco le coordinate polari: . 0<9<2r
y=2sin dy=2cos3d9
o (E)= | xy j [2c0s 9-4sin* 9]-2c0s 9-d 9= 16jcos 9-c0s29-d 9= 4jcos 29-d 9
y=0S 0

2z 2z

O, (E)=2] (1+c0s49)-d 9=2ﬂ9+%3in49} =2-21=4r

0 0

Un altro modo per calcolare il flusso & quello di trovare una

superficie piu semplice di S e che abbia lo stesso bordo. Posso L e ¢
scegliere il cerchio del piano Oxy con normale N =(0,0,1) L*J

Stzﬁ)w\—*(}“fﬁ Sl Ss Lo Lo arro bordl [ DS = QJJ)J&JL«
W,lu\'a»& r otfuneno o dnfrf o £

*"‘“M f(wm fr"‘ MMJ,(,

) 5 AL gaadl L MW‘O.‘Q dlm e 4 D pn s
;hm J~wuo wardinl

é;(p,‘ft\r'\ﬂ“) L = @1(?/: (U"X )llf
Sy $q

UJ»'J \ﬂ %ﬂp«m M Vﬂ(’w“l \?Z (7(: ?,—~2[, ‘jl~kf ,g,lb'UM/J/l/l«)
H C st Ao g e €0 TR
J R I AL |
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boa v %
| é d]!.‘.‘ )‘.\4'71:'( | 2—}1:3: { wﬁ/"u'l S
D) gl {(’ SR

{LUL W wﬂflk ALF‘M‘L“M &/LLwM .,

3 bk
@L;}l < J[EYMQ) LS :[/[G'\p;, iﬂ‘l"/ {Mﬁf/('wc‘
S 5

LpMak AAA (V¢ 54_
\s\*ilﬁhﬂuwwd v

u.li"ll‘:t, ( I-?—o?

=k (uazje

{( v) :gc\?\/: /L\?Y ”
= - $4
:IIL\'I‘_L,) dndy = }j\’)‘ma\/ ) e

), ;

Tene bolle wardiscole Mb'mmf‘,‘bﬁ&ﬁ,{&-
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{: ftth L L {é(lr"‘}://fz.‘n\.}ﬁ- Jafets
@

‘f:!"’“}' pormr

1 W

]1:7‘
Y | 3 d -~
n.p\ll Llll “al )= J{Inuuu'- 2 " 1‘; 1 1 ]..77

vt o ~
J}"’“ i [4 L ;‘./;h!-...z./to.”\ “‘“Q%’“{A’«W

V= { (tndl NS RLETR FIRRYFTAN WYzl 20, )
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T : { ’ Z I‘L A »
4 Onenajand WHTEI Yo ) ) i (w6 Mty | 20
Usando il teorema della divergenza di Green-Gauss otteniamo:

[ (Exfi)ds=[[[divEdxdyydz ConV cR®ed S=aV &ilbordodi V orientato verso I'alto.
\%

S=0V

Questa volta pero, per avere un V pieno dobbiamo aggiungere la base,

cioeé il cerchio giacente sul piano cartesiano Oxy che indico con S, .

Otteniamo: mdivﬁdxdyydz :I(EXﬁ)d S +I(EXﬁ)d S,
v S S

divE=0 =  0=[(Exii)ds+[(Exi)ds,
S

Sy

J(Exi)ds=—[(Ex(0,0,-1))dS, = [(Ex(0,0,1))dS, =4x

S s,

Questo procedimento & valido anche se divE=0, solo che in questo caso posso utilizzare la

formule dell’integrale triplo j (EXH)d S:J'Hdivédxdyydz.
\%

S=oV
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S

{(x,y,z)eRs:x2+y2+224:0,220}

E=(X,Y,Z) E (X,Y.Z) o(xy,z)

o(x,y,z)=Xdx+Ydy+Zdz U(x,y,z)

rotE rotE=0 divE=0 rotF=E E=(x,z—x,y2—z)

ou_of  au_of oy _of
oX OX oy o0y oz 012

—=Z VcR® F=(AB,C) F (AB,C) rotF=E
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