Integrale Superficiale 1

Generalita sulle funzioni di tre variabili

Consideriamo la funzione  t=®(x,y,z) [A] Si tratta di una funzione di tre variabili x,y,z in
quanto ad ogni terna di valori assegnati ad x,y,z corrisponde un solo valore di t. Il dominio della

funzione [A] e, in generale un volume o una porzione i superficie gobba, proprio perché le terne
X, Y,z descrivono punti dello spazio R®. Cosi, ad esempio, dire che la funzione t:q)(x, y,z) e

definita nei punti x,y,z tali che x*+y*+z°<R® vuole dire che tale funzione acquista valori
determinati in tutti i punti interni o sulla superfice della sfera di raggio R col centro coincidente

con ’origine degli assi cartesiani. Dire che la funzione t:cI)(x, y,z) e definita nei punti x,y,z tali

che x*+y*+z°=R? vuole dire che tale funzione acquista valori determinati in ogni punto della
superfice della sfera di raggio R col centro coincidente con 1’origine degli assi cartesiani.

Cosa dobbiamo intendere quando diciamo che la funzione t:cb(x, y,z) e una funzione definita e
continua nei punti della superficie S di equazione F(x,y,z)=07? Significa che per ogni terna di
valori Xx,y,z che soddisfa 1’equazione F(x, y,z):O (punti della superficie S) la funzione
®(x,y,z) & funzione dei punti P(x,y,z) della superficie S e si puo scrivere:
t=0(x,y,z)=?(P)

Supponiamo che sia possibile esplicitare rispetto alla variabile z 1’equazione f (x, y,z):O ! cioe
che ’equazione di S si possa scrivere: z=f(x,y) [B]

La funzione cD[x, y, f(x y)] ottenuta sostituendo la [B] nella [A], diventa funzione delle sole
variabili x,y ed il suo dominio coincide con quello della funzione z=f (x, y), cioé col dominio D

del piano Oxy che si ottiene proiettando la superficie S sul piano Oxy. In tal modo ad ogni coppia

(x,y)e D corrisponde un valore di z=f(x,y) (figura 3.1.2) ed alla terna x,y,z=f(x,y)

corrisponde un valore della funzione t=®(x,y,z)= CD[X, y, f (X, y)] .

! Cio vuole dire che la superficie S & incontrata in un solo punto da ogni retta parallela all’asse z
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Versore normale ad una superficie

La funzione di due variabili z=f(x,y) [3] rappresenta, geometricamente, una superficie S dello

spazio R®, cioé non giacente interamente su di un piano. Meglio se diciamo che il grafico della

funzione f(x,y) e una superficie gobba la cui equazione cartesiana e data dalla [3]. Qualche
volta ’equazione di una superficie gobba & data in forma implicita: F(x,y,y)=0 [4]
Un punto P(x,y,z) di una superficie gobba S di equazione F(x,y,z)=0 & detto punto

semplice se in esso esistono continue e non tutte nulle le tre derivate prime parziali:

£ _OF

_oF _OF £ OF
X

1F I Z=_
oz

oy
Se le tre derivate parziali prime sono contemporaneamente nulle nello stesso punto o almeno una di
esse non esiste, il punto P é detto punto singolare.
Una retta e perpendicolare in un punto P

semplice della superficie S se e perpendicolare ad ogni

curva passante per P e giacente su S .
Si puo dimostrare che il vettore: N=F i +F, - j+F,-k=—:i+—-j+—k [5]

e perpendicolare ad ogni curva passante per P e quindi perpendicolare ad S in P(x, Y, z).

Una retta, (e quindi anche un vettore) e perpendicolare ad S in P, se e perpendicolare in P ad ogni

curva gobba passante per P e giacente su S.

Il vettore N (che dipende soltanto dal punto semplice P e non dalle infinite curve di S passanti per

2 2 2
P) ha modulo: N :|I\*l|=1/FX2+Fy2+FZ2 = (%) +(%J +(86_|:j [6]
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e coseni direttori (coseni degli angoli formati da N e dai versori i,j,k dei tre assi

oF oF oF
A A F A
cartesiani):  cosnx ez O . cosny=—t=2Y cosnz:izﬂ [7]
N N N N N N
Il versore fi in P (versore normale) vale: % cioé:
A AL A . F _ -
Ai=cosnx-i +cosny- j+cosnz-k = %-i+ﬁy-j+%-k [8]

(/ r _\\“. An
/JF\’.’/Y \ e /\—’

Se I’equazione della superficie S € del tipo z=f (X,y), allora la forma implicita [4] assume una

delle due espressioni:
[9] F(z,y,2)=z—f(x,y)=0 F(z,y,z2)=f(x,y)-z=0 [10]

Nel primo caso abbiamo:
[11] N=—f,i—f j+k _‘N‘_1f1+f +17 [12]

f A
coshx=—2= ,  cos ny =—2 , cosnz==>0 [13]
N N N

VAN
Il cosnz e sempre positivo. Si parla in questo caso di versore normale positivo. Questo

vuole dire che il versore normale i ¢ orientato in modo da formare sempre un angolo acuto (al

pill retto) con I’asse z.  A=COSNX-1 +coSNy- j +cosnz-K =——=-i ——-j+— k Fig.3.2.3

Nel secondo caso ([10]) abbiamo:

[14] N=f i+f-j-k N =|N|= JL+ f2+ 2 [15]
A f A fy A 1
cosnx=—* , cosny=— , cosnz=——<0 [16]
N N N

VAN
Il cosnz & sempre negativo. Si parla in questo caso di versore normale negativo.
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Cio vuole dire che il versore normale fi e orientato in modo da formare sempre un angolo ottuso (al

pill retto) col versore K dell’asse z.

A A A f f

ﬁ:cosnx-7+cosny-T+cosnz-|2=ﬁ-? Wy k [17]  3.24

il
N

Integrale superficiale di una funzione continua

Sia S una porzione di superficie regolare e sia:

x=x(u,Vv)
o P=P(U,v)=0+x(u,v)-i +y(u,v)- j+z(u,v)-k ciog Jy=y(u,v) [1]
z=z(u,v)

una sua rappresentazione parametrica regolare, il cui dominio base D supporremo regolare.

o F (x, Y, z) =0 la sua equazione cartesiana sotto forma implicita
e z=f(x,y) lasuaequazione cartesiana sotto forma esplicita

Sia inoltre d(x,y,z) una funzione continua in ogni punto P(x, y,z) di S. Dividiamo la superficie S

in n parti ognuna delle quali haarea AS; (i=1,2,----- ,n) e consideriamo la somma integrale :
Z(D(Pi)'ASi
i=1

Il limite di questa somma integrale quando n — +oo in modo che il diametro massimo di ciascuna
parte elementare tenda a zero e detto integrale superficiale della funzione ®(x,y,z) esteso

alla porzione di superficie S e si denota con uno dei seguenti simboli:

”q:(x, y,2)-d S=HCD(P)-d S= Lim Zn:cp(Pi).Asi [2]

S

Srax—0 ' =

2 2~

% 5 22 200y
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Vediamo adesso come & possibile calcolare un integrale superficiale. Supponiamo che la
superficie S abbia equazione z = f(x, y) [3] e questa funzione sia definita e continua in tutti

I punti del dominio normale D, proiezione ortogonale di S sul piano Oxy .
Consideriamo nel piano Oxy e nel dominio D un elemento infinitesimo di superficie d c=dxdy

Questa superficie infinitesima d o, proiettata ortogonalmente su S, da I’elemento infinitesimo di
superficie d S. Se i ¢ il versore normale positivo a d S in un suo punto interno P(x,y,z),
. . . A
la relazione che intercorretra d S e d o é: do=dxdy=dS-cosnz [18]
. AN
Se i fosse il versore normale negativo avremmo: [19] do=dxdy=-dS-cosnz
N
cosnz

In ogni caso, comunque sia orientata lanormalea d S e: do=dxdy=dS- [20]

Tutto questo perché dxdy e d S sono quantita sempre positive. Sia ®(x,Yy,z) una funzione (di tre
variabili) continua in tutti i punti della superficie S. Risulta:

IIQD(X, y,2)dS =If®(x, y,2) -dx—d/)::_”‘d)(x, Y, z),,1+ fe+f7-dxdy  [21]

E © cosnz| D

cio¢ l'integrale superficiale si riduce ad un integrale doppio. Formule simili si
ottengono se S ha equazione y = g(X,z) oppure X = p(y,2).

X=x(u, V)
Se la superficie S e data in forma parametrica: y=y(u,v) [22]
z=12(u,v)

la formula [21] diventa: j j d(x,y,2)dS = j j D[X(U, V), y(U, V), 2(u, V)32 +32+32 -dudv  [23]

S

ove C ¢ il dominio del piano Ouv corrispondente al dominio D del piano Oxy .

EG-F?*=J7+J2+J2 J,,J,,J, sono i minori del secondo ordine della matrice

Jacobiana:

ox oy o1

Ju Jdu Jdu OX oy oz
J(u,v) = — =X = X'(u), — = = vy'),...,.—=z,=7'(v
@V =100 By oz) g% T XWLTE SN = YW e Tosn=2)

OV ov OV
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ox oy ox oz oy oz

Ju Ju Ju Ju Ju Ju
J,(u,v) = J,uv) = - J,(u,v) = con:

ox 2y ox o1 oy oz

ov OV ov oV ov OV

J2+J2432 = \JEG-F? se:
\/1 2 3 \/

2 2 2 2 2 2
E= % + ﬂ + g F:%%_FQQ_FEQ G= % + Q + 2
ou ou ou ou Ov 0Ou ov Ou ov ov oV oV

Le equazioni parametriche della superficie S potrebbero essere espresse mediante coordinate

X=,C0S9
polari. In questo caso avremmo: < y=psins9
z=f(x,y)=f(pcos$, psin8)=g(p,9)

Se la superficie S é rotonda allora una sua rappresentazione parametrica é la seguente:

X=U-COSV
y=u-sinv
z=g(u)

Risulta:E=1+[g’(u)]2 F=0 G=u?

Hd)(x, y,z)dS :”d)[x(u,v), y(u,v), z(u,v)]-u,/l+[g’(u)]2 dudv  [24]

Se F(x,y,2)=0 ¢&’equazione della superficie S abbiamo

2 2 2
- oF oF oF
NZ‘NHFf*Ff*Ff:J(WJ (&)%) o

e quindi: ”CI)(x,y,z)dS=HCD(x,y,z) Fe+F +F-dxdy  [25]
5} D

Calcolare il seguente integrale superficiale J =If(x2+y2)d S dove S é la parte di superficie del
S

cono z°=4(x*+y?) limitata dai piani z=2 e z=4.
S:z="f(xy)=2JxX*+y*> 2<z<4 J=”(x2+y2)4/1+ f2+f7-dxdy
D

f 2X

2. __2X f =2 2y 2y
2\/x2+y2 \/x2+y2

.2\/x2+y2 :\/x2+y2
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2 2 4(x* +y?
I+ £2+ 7 =1+ 24X ~+ 24y 2=1+g=5
X +y? X4y X2 4y

2<7<4 = 2<2C+y <4 = 1<+ yP<2

= 1<x*+y*<4 D={(x,y)eR2:1SX2+y2£4}

j:ﬁ(x2+y2),/1+ fo+f’ .dxdyzjjﬁ(x2+y2)-dxdy

X=,C0S Y

Questo integrale doppio puo essere facilmente risolto utilizzando le coordinate polari: { ins 9
y=psins

P
X+y’=1 = p=1 X+y’=4 = p=2

1<X*+y* <4 = 1<p<2 A 0<8<27 ) p=2
Al dominio D del piano Oxy corrisponde il c -
dominio C del piano O9p 1
C:{(p,9)6R2:1£p£2/\O£19£27z} o 9=2r g

J:Hxﬁ(xz+yz)-dxdy=x/§“.(p2c08219+p23in29)-p-dpd3=x/§”ps-dpd9
D C

7= B[["as] -0 p=sBlo] 50| <B-2r 02| -2 4- 2] - 2B

4

Determinare il valore del seguente integrale di superficie J‘J.z-d S dove S é la parte di ellissoide di
S}

equazione 4x° +4y® +z* =1 situata nel semipiano z>0.

S +4y* +78 =1 A 220 = z=\1-4x’-4y’

La parte considerata di ellissoide e rappresentata dalla funzione:
z:,‘/1—4x2—4y2 il cui dominio si ricava risolvendo la /

disequazione: 1-4x*>—4y*>0 = x*+y’ s%

)
4

N

D ={(x,y)e R2:4(x2+y2)§1}
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La parte considerata di ellissoide puo essere rappresentata, utilizzando le coordinate polari, dalle

X=,C0S9
seguenti equazioni parametriche: < y=psins3  1-4x*—4y? =1—4(,o2 cos® 3+ p’ cos’ 3) =1-4p°

z=11-4p?

x2+yzs% = pzﬁ% = OSpS%/\/\OSSSZﬂ'

|
N

Al dominio D del piano Oxy corrisponde il dominio C del

|
AN
|

piano OYp Cz{(p,g)eRZZOSpS% A OSSSZ]Z’}

[¢] 9=2r 9
S_X S_Y 2_2 cos 9 sing —4p
p Op 0Op —
(P 9)= ox o0z oz L-4p"
29 039 o4 —-p-Sing  p-cosY 0
- —4p —4p
sing ———| 4p? .cos$ cos§ 457 sin 9
Ji(p.9)= 1-4p* =# J,(p.9)= 1-4p* |= /1 ye
p-C0S I 0 P —p-sing 0 P
cos 4 sin g ~ 2, - 2 gj -
4p cosl9.|+4p sing N

=~

Ji(p9)= =p-cos’ 9+ p-sin®3=p N=

—p-sing p-cosP \/1_4,02 \/1_4,)2

4 2 4 a2
m: 16 coi 9+16p sm2 8+p2 16" -cos’ $+16p" -sin® 9 g
1-4p 1-4p 1-4p°

— 16p4-(c0329+in29) , 16" , 167 , 12p° +1

VI +do+d5 = 2 R Y P Tl e s tP =P 3
1-4p 1-4p 1-4p 1-4p
12 1

J = Hz dS= H«/l 4x*-4y* -dx-dy= HW ’D+ dp-d9

T = joz”d 19.[0;,0«/12/02 +1-dp= joz”d gjfp(lzpz +1); dp :jj”d 192—];1.[}(12,02 +1)§ -d(12p° +1)

( )3 ; . .
2 11](12p%+1)2 1 2 , o2 1 1 )2 r 3
o= | S T o A (122 41)2 | ==l (12241 21| = B (341)2 -1
T =191, 3 274 3_( p+)l 18 7{( 4+j } 18{( +1)? }
2 0
Tl 7
_ T \/26—1} 8-1
I =1l 18[ I= 18"
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Calcolare I’integrale superficiale ”d)(x, y,Z)dS=HZdS esteso alla superficie di equazione
§ §
z°=x*+y? con 0<z<h ed h > 0.
j:”zds Z=x+y’ = z=f(xy)={x*+y’
S

0<z<h = 0<(X*+y°<h C;h 3
D= {(x y)e R%:0<(X? +y? sh}

X y2 X2+y2
ff=— f,= «f1+f +f7 = =1+ =2
” «/x2+y2 «/x +y? \/ X2 +y? x2+y2 \/ X2 +y? V2

L’integrale superficiale si risolve come un integrale doppio: al posto di dS si pone
\ jl+ fZ+f7-dxdy , al posto di z si pone la sua espressione, ciog: \/x*+y? .

Il dominio D di integrazione & la regione del piano Oxy in cui si proietta la superficie sulla quale e

definito I’integrale superficiale. Nel caso in esame la superficie ¢ una superficie conica, con il

vertice nell’origine degli assi cartesiani, che si proietta nella circonferenza di equazione:

x* +y?=h? in virtu della limitazione 0<z<h e ricordando che risulta h>0.

J.J.zdS:.[J.«/xﬁy2 -J1+ xzfy2+ zyz - dxdy:xﬁ-ﬂ.«/x%yz -dxdy
S D D

X“+y
_ _ [x=pcos9 _ »
Passando a coordinate polari . otteniamo:
y=psins3
0<x*+y’<h = 0<p<h A 0<9<2x ) p=
Al dominio D del piano Oxy corrisponde il dominio C del piano O9p T
o 9=2rx
T={(p.9)eR?:0<p<h A 0<9<2x) '

h

7= [0 ([T oxty= [V pso=2 [0 ] prap=v " 1]

0

T=2 27 —h3 Z”I
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Calcolo dell’area di una superficie curva (gobba)

Nel caso in cui ®(x,Yy,z) =1 I’integrale superficiale J.J.d)(x, y,2)dS = J.J.dS =S esprime I’area della
S S

superficie S. Se la funzione ®(x,y,z) ¢ identicamente uguale all’unita, allora la [21] ci fornisce

I’area della superficie S di equazione z=f (X, y):

S=_U4/1+ff+fy2-dxdy [24]
D

La stessa area, in coordinate polari, & data da:

gl G ] o oo ) o v

dove le formule x=pcos3, y=psin3 consentono il cambio delle variabili.

z=1(x,y)="f(pcos9, psin)=g(p,)
ove C e il dominio del piano Op3 corrispondente al dominio D del piano Oxy. Quindi le
X=pC0S Y
equazioni parametriche della superficie S sono: { y=psins3
z=1f(x,y)="f(pcos3, psin8)=g(p,9)

Se F (X, Y, Z) =0 ¢ I’equazione della superficie S abbiamo

e quindi: Szj.[l-dS:.”ﬂ/FerFyszFf -dxdy  [25]
S D

x=x(u,Vv)
Se la superficie S e data in forma parametrica: y=y(u,v) [22]
z=12(u,v)

abbiamo: ”1-d8=”.«/\]f+\]22+\]32~dudv

S C

ove C ¢ il dominio del piano Ouv corrispondente al dominio D del piano Oxy .
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Calcolare 1’area S della parte di superficie di

paraboloide rotondo  z=a®—(x*+y?) contenuta nel |

ottante ed intercettata dai piani y=0 ed y=x.

Posto f(x,y)=a’—(x’+y?) otteniamo: f = , £, = -2y

S= J._H1+f +f7 - dxdy= ”4,/1+4x +4y? -dxdy

essendo D il settore circolare indicato in figura. Passando da coordinate cartesiane a coordinate

polari otteniamo: S:J.J.«,l+4p2 -p-dpdSzjid\‘}jlp«/l+4p2dp:%( (1+4a2)3 —1)
D 0 0



