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Le funzioni circolari

e Consideriamo un sistema ortonormale di assi cartesiani diversorii = A - Oe j=B -0e
sia € = P — O un generico versore del piano cartesiano Oxy applicato al punto O.
Al variare della direzione del versore €, il punto P descrive una circonferenza (detta

circonferenza goniometrica) di centro o e raggio unitario. Sia a = (T,é) la misura in

gradi o in radianti dell’arco AP o del corrispondente angolo al centro AOP . Conveniamo di

misurare gli angoli a partire dal lato OA e gli archi a partire dal punto A.
® Sianot, t’ , t” le tangenti geometriche alla circonferenza goniometrica rispettivamente nei punti
A, B, P. Se E ed F sono rispettivamente le proiezioni ortogonali del punto P sull’asse delle ascisse e
sull’asse delle ordinate, abbiamo: e=(E-0)+(F-0) [1]
I punti E ed F assieme a quelli individuati dalle tre tangentit (T ), t' (G ), t” (SedR)
definiscono in maniera univoca i seguenti sei vettori :

E-O0O, G-B, S-O0, F-O0, T-A, R-0 [2]
dei quali, i primi tre risultano paralleli al versore i e gli altri tre risultano paralleli al versore j .
I seguenti sei rapporti fra vettori paralleli definiscono le sei funzioni circolari (o
goniometriche o trigonometriche):

F-O_

seno dell’angolo ¢ = sina=— y, = ordinata del punto P = la componente del
J
versore € lungo I’asse delle ordinate
1] E_O -
coseno dell’angolo o = cosa=—=—=x_, = ascissa del punto P = la componente
[
del versore € lungo I’asse delle ascisse
. . , T-A .
tangente goniometricadell’angolo ¢ = tga=— =y, = ordinata del punto T
J
cotangente goniometrica dell’angolo ¢ = cotga=G; =x_, = ascissadel punto G
[
secante dell’angolo ¢ = secoa= ; =X, = ascissa del punto S
i
, R-O i
cosecante dell’angolo « = coseca = ——=y_ =ordinatadel punto R

]
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Le sei funzioni circolari cosi definite sono funzioni numeriche, cioe le loro immagini

rappresentano numeri reali relativi variabili al variare dell’angolo « , cioé:
sina, cosa, tga, cotga, seca,coseca € R
Esse dipendono esclusivamente dall’arco AP (o cio che € la stessa cosa dal corrispondente angolo
al centro AOP ) e non dal particolare raggio unitario OA che si sceglie.
® In base alle cose dette possiamo scrivere:
E-O=cosai ,F-0=sina-j, T-A=tga-],G - B =cotga-i
S-0-=secai ,R -0 =coseca-]
e quindi, la [1] assume la seguente forma: € = cosa-i + sina-j
Possiamo pertanto dire che cosa e sina rappresentano le componenti cartesiane di un qualsiasi

versore € che forma con I’asse delle ascisse I’angolo « .

N Sing
E-O=P-F=cosa-i RTY coseCa

F-O=P-E=sina- | t4tge

R—O:cosecw?

G t’

; > P
l\‘ T cotga cotga
i v tga
~ E /| J\SeCax >

Ol cosa —I>A S

T—A=tga? "

COSox

-
G-B=cotga- i S—O:seCa-_i)

® Se fissiamo su di una retta un’origine O ed un versore G = Q — O , ad ogni vettore

I = P — O corrisponde un solo numero reale r rapporto fra i due vettori paralleli ¥ ed G e

viceversa ad ogni numero reale relativo r corrisponde un solo vettore F = P — O prodotto del
numero r per il versore U . Si dice che ¥ é I'immagine vettoriale o il vettore
rappresentativo del numero reale relativo r il quale, a sua volta, esprime la misura

algebricadi r cioe il rapporto fra i vettori paralleli ¥ ed U.
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Esiste pertanto una corrispondenza biunivoca fra i numeri reali relativi ed i vettori di una

retta sulla quale abbiamo fissato I’origine O ed il versore G = Q — O e questa circostanza ci

consente e di parlare di vettore r in luogo di numero reale r e viceversa.

® Nelnostrocaso E - O , G-B , S-O0 , F-O, T-A , R-0Osonoi

vettori rappresentativi delle funzioni circolari seno, coseno, tangente, cotangente, secante,
cosecante. Quindi, per la suddetta corrispondenza biunivoca, sara lecito parlare di vettore E — O

al posto di cosa e viceversa, cioe al vettore E — O assoceremo il numero cosa rapporto tra il

vettore E — O ed il corrispondente versore parallelo i .

Alcune relazioni fra le varie funzioni circolari

A A A R A A
{OP = OA, POS = AOT , OPS =OAT} = OAT = OPS = OT =0S

A A A R A A
{OP=OB,OPR=OBG,ORP=OGB}:>OPR:OBG = OR = 0OG
A A _ _ g i i H
OAT[S]OEP:>T A:A O:>t.gaj?= : - Ma:!::l,%:lpercui:
P-E E-O sina - | coSax -1 I J
tga _ 1 tot=S|noL
sina cosa cosa
A A _ — g
OAT[§]OBG = - —A_A-O_ 1 _Waj 1 _
B-0 G-B G-B i cotger - i
A-0 i
tga = Cotga=i=c?sa tga-cotga =1 a#kZ ,  a# kx
cotga tga sina
A A _
OAT [s] OEP :a:s O: 1 = seca =
A-0 E-O cosa
A-0
A A _ _ _
OBG[s]OFP:>G °c_B O:>R °_ L :cosecm=_1 a + krx
P-O0 F-0 B-o0 B-0 sina
F-0
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Relazioni tra i lati e gli angoli di un triangolo rettangolo

Consideriamo un sistema ortonormale di assi cartesiani di versori i e J , la circonferenza

goniometrica ed un triangolo rettangolo ABC con i lati orientati come in figura e con il vertice C

coincidente con I’origine degli assi cartesiani.

B-A B-O o a C
= = — T =-=>——=24a .
P-E P-0O siny - J € siny c=a-siny
A A _ _ h 1 b =a-cos
OAB [s] OBP = JA=-O _B-0 b _a_ b 4 = 4
E-O P-0 cosy -1 € cosy c=Db-tgy
B-A A-0 c b c b b=c-cotgy
= - - == __.:> - =
P-E E-O siny-j cosy-i siny  cosy

Generalizzando possiamo affermare che in un triangolo rettangolo ogni cateto e uguale:

® al prodotto dell’ipotenusa per il seno dell’angolo opposto o per il coseno dell’angolo adiacente

® al prodotto dell’altro cateto per la tangente dell’angolo opposto o per la cotangente dell’angolo

Adiacente. In formule abbiamo :

C =a-siny = a-cospf b =a-sing = a-cosy
c =Db-tgy = b-cotgp b=c-tgf=Db-cotga
1 sing ' B
B-0=a A_0-TF
B-A=C —1 N
J C
P—E:smy-?
E—O=cos;/~_|>
= COS¢r
A
P-E=¢
a = 90°

-15 -



-16 - Unita Didattica N° 14 Le funzioni Circolari

Teorema

La componente a, di un vettore & lungo una retta orientata X di versore i & uguale al prodotto del

modulo di & per il coseno dell’angolo convesso 9 formato da i e da & . In simboli abbiamo:

a, =a-cosY con 0<98<nr
Siano dati il vettore A — O = & e la retta orientata X di versore i . Il vettore H — O ¢ il
. H-0 \ -
componente di d lungo laretta x , mentre ——— = a, e la componente di & lungo

la retta orientata X di versore i . Considero la circonferenza goniometrica di centro O.

A A _ _ 0 .8
AHD [s] PEO = H-O = A- O = % I? = aﬁe - A& _ao a,=a-cosY
E -0 P-0O COSJ -1 € cos9

Variazione delle funzioni circolari e loro periodicita

® Due semirette a , b aventi la stessa origine o individuano infiniti angoli che differiscono fra loro
per un numero intero di angoli giro. Per minimo angolo positivo individuato da due semirette

aventi la stessa origine O intendiamo I’angolo 4 descritto dal primo lato a, in una rotazione

antioraria , per sovrapporsi una prima volta al secondo lato b . L’operazione della

determinazione del minimo angolo positivo individuato da due semirette aventi la stessa origine O

prende il nome di riduzione dell’angolo 4 al primo giro.
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e VVariazione della funzione sin x

Risulta : sin0° =sin0R =0 sin90° =sing=1 sin180° =sinw =0

sin270° :sin2n=-1 sin360° =sin2x =0
La funzione sinx:
® Nel primo quadrante e positiva e crescente
® Nel secondo quadrante ¢ positiva e decrescente
e Nel terzo quadrante & negativa e decrescente .

® Nel quarto quadrante € negativa e crescente .
La funzione sin x € una funzione limitata, periodica di periodo 360° ovvero 27z radianti.
domsinx =R , codom sin =[-1;1] inquanto risulta: —1<sinx <1
sin(x° + k-360°) =sinx®>  sin(x + 2kz) = sin
e Variazione della funzione cosx
Risulta : c0s0° = cosO® =1 c0s180° =cos t = -1
c0s270° = cosgn =0 c0s360° = cos2x =1
La funzione cosx :
® Nel primo quadrante & positiva e decrescente
® Nel secondo quadrante é negativa e decrescente

® Nel terzo quadrante ¢ negativa e crescente .
® Nel quarto quadrante é positiva e crescente .
La funzione cos x € una funzione limitata, periodica di periodo 360° ovvero 2z radianti .
dom cosx =R , codom cos =[-1;1] inquantorisulta: —1<cosx <1
cos(x° + k-360°) = cosx°  cos(x + 2kz) = cos
e VVariazione della funzione tg x. La funzione tg x :
® Nel primo quadrante ¢ positiva e crescente

® Nel secondo quadrante é negativa e crescente
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® Nel terzo quadrante ¢ positiva e crescente .

® Nel quarto quadrante e negativa e crescente .

La funzione cosx e una funzione illimitata, sempre crescente , periodica di periodo 180°

ovvero r radianti e perde di significato nei punti x = % (x=90°) ed x= gﬁ (x =270°).

domtgx =R - {g+ kn} , codomtg =R
tg(x° + k-180°) =tgx°  tg(x + kz) = tg X

Limtg[% F gj = +o con ¢ angolo positivo piccolo a piacere .

>0
® VVariazione della funzione cotg x. La funzione cotgx :
® Nel primo quadrante & positiva e decrescente
® Nel secondo quadrante é negativa e decrescente
e Nel terzo quadrante & positiva e decrescente .

e Nel quarto quadrante & negativa e decrescente .
La funzione cotgx € una funzione illimitata, sempre decrescente, periodica di periodo
180° ovvero z radianti e perde di significato nei punti x =0% ( x=0°), x=7 (x=180°)¢e
X =2 (x=360°).

domcotgx =R — {kz } , codomcotgx =R

cotg(x° + k-180°) = cotgx®  cotg(x + kz) = cotgx  Lim cotg( x ) = oo

x— 0+
® VVariazione della funzione sec x

La funzione secx:

® Nel primo quadrante ¢ positiva e crescente
® Nel secondo quadrante é negativa e crescente

e Nel terzo quadrante @ negativa e decrescente .

e Nel quarto quadrante ¢ positiva e decrescente .
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La funzione sec x e una funzione illimitata , periodica di periodo 360° ovvero 2z radianti e

perde di significato nei punti x = % (x=90°)ed x = %7[

domsecx =R — {% + k;z} , codomsec x = ]—o0,—1] U [1,+o0]

sec(x° + k-360°) =secx°  sec(x + 2kz) = secx
sec(90°-5) = +o0 , sec(90°+s)=—o0 , sec(270°-5) = -0 , sec(270°+&) = +oo
con ¢ angolo positivo piccolo a piacere

® VVariazione della funzione cosec x. La funzione cosecx :

® Nel primo quadrante & positiva e decrescente

e Nel secondo quadrante € negativa e crescente
® Nel terzo quadrante e positiva e crescente .

e Nel quarto quadrante & negativa e decrescente .

La funzione cosx é una funzione illimitata periodica di periodo 180° ovvero x radianti e
perde di significato nei punti x = 0% (x=0°), x=7 (x=180°) e x=27 ( x=360°) .
domcosecx = R — {kz } , codomcotg = ]—o0,~1] U [1,+oc[
cosec(x° + k-360°) = cosecx°  cosec(x + 2kz) = cosec x
cosec(+¢&)=-o0 , cosec(-£) =+ cosec(180°-¢) =+ , cosec(l80°+&)=—oo ,

cosec(360°-£) = —o con & angolo positivo piccolo a piacere
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V4 3
oR I > I T 1 E;z v 27
0° guadrante guadrante 180° | quadrante guadrante | 360°
90° 270°
positivo Positivo negativo negativo
Seno 0 +1 0 -1 0
crescente decrescente decrescente crescente
positivo negativo negativo positivo
Coseno +1 0 -1 0 +1
decrescente decrescente crescente crescente
positivo negativo Positivo negativo
Tangente 0 nge's) 0 t oo 0
crescente crescente crescente crescente
positivo negativo Positivo negativo
Cotangente | + oo 0 + o 0 + oo
decrescente decrescente decrescente decrescente
positivo negativo negativo negativo
Secante +1 too -1 + o +1
crescente crescente decrescente decrescente
positivo Positivo negativo negativo
cosecante t oo +1 to -1 t o
decrescente crescente crescente decrescente
sen0® = sen0 == 0 cos0® =cosl =1
sen 909 = sen o =1 05 90* = cos = =0
2 gen (8 - 2kx) =sen®
sen 180° = sennt = 0 c03180° = cos T == — 1 cos (8 + 2kn) =cosl
3 9 +kn) =tzH
sen270«=sengT“= —~1 cos 270° = cos 5~ =0 8 ( ) =18
sen 360° = sen 2w = 0 cos 360° = cos 2t =1

Il grafico della funzione

senx

Fho | W

f(x) = sinx

MIE]
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Rappresentazione grafica delle funzioni circolari
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¥

Il grafico della funzione  f(x) = cosx

Figura 26
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Il grafico della funzione
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f(x) = tgx (tangentoide)
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Il grafico della funzione f(x)=cotgx (Cotangentoide)

-5

Grafico della funzione secx (secantoide)
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6rafico della funzione cosecx (cosecantoide)
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Funzioni inverse delle funzioni circolari ovvero le funzioni goniometriche
inverse

e Lafunzione X = siny é strettamente crescente nell'intervallo [—E,E} e quindi € ivi localmente

invertibile. La funzione inversadi X = siny & indicata col simbolo: 'y = arcsinx

. T T .
domsiny = | ——,— codomsiny = [-1,1]
2 2
. . T T
domarcsinx =[-1,1] codomarcsinx = [_E’E}
2% y=arcsinx
/2
b
y 1 _Ey y = arcsen x
L
2
-2 R 3“ l E X
-1+ _1' O 'Il X
-2
_2_
_____:|_ __2_

e La funzione x = cosy e strettamente decrescente nell'intervallo [07[] e quindi e ivi

localmente invertibile. La funzione inversadi x = cosy e indicata col simbolo: y = arccosx

domcosy = [0, ] codomcosy =[-1,1]
domarccosx = [-1,1] codomarccosx = [0, =]
4A
y=arccosx
””””””””””” 3 Y
¥ 24
/2 :..
y = arccos x
1- ;
) 3 % 1 3 X + S 2
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e La funzione x = tgy e strettamente crescente nell'intervallo ]—%,%[ e quindi & ivi

localmente invertibile. La funzione inversa della funzione x = tgy & indicata col simbolo

y = arctgx
T T
domtgyz]'E,E[ codomtgy = ]- oo, +oo]
T T
domarctgx = J- oo, +oof codomarctgx = }?E[
2‘
y=arctgx y=mn/2
v
y
2 4 6 % n
2 | s T e
y = arctg x
y=- /2 o X
I
-2 2

e La funzione x =cotgy é strettamente crescente nell'intervallo 10,~[ e quindi & ivi

localmente invertibile. La funzione inversa della funzione x = cotgy e indicata col simbolo

y = arccotg X
domcotgy = 10, n| codomcotgy = ]- oo, +oof
domarccotgx = ]- o, +oo[ codomarccotgx = |0,
! y=arccotg X
y=T"
3.
\ y‘
¥
w2 -
; y = arccm
&
2 ¥
) S = -
6 4 2 i z 4 6 X
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Alcune identita sulle funzioni goniometriche inverse
. . T T
Premessa: y=arcsinx < Xx=siny _E<X<+E
y=arccosx <> x=cosy O<x<rx
T T
y=arctgx < X=tgy ——<X<+—
2 2
y=arccotgx < x=cotgy O<x<rz
sinarccosx = /1-x°  sinarccosx =sin y=1/1-cos? y =/1-x
: X . . t X
sinarctgx = sinarctgx =siny = 9y _
J1+X2 Jl+tgly 1%
. 1 . . 1 1
sin arccotgx = ————  sinarccotgx =siny= =
1+x° \/1+cotgzy \/1+ X2
cosarcsinx = ,/1-x*  cosarcsin x =cos y:\/l—sin2 y =\/1— x?
1 1 1
cosarctgx = cosarctgx = cosy = =
J1+x2 Jl+tgly 1%
cosarctgx = X cosarctg x =cosy= colgy __ X
J1+x? Jl+cotg?y |1+
: X : sin sin X
tgarcsinx= tgarcsinx=tgy= y_ y __
NS cosy 1-sin’y |1-x?
1-x? in 1-cos® 1-x?
tgarccosx= tgarccos x=tg y=S y:\/ y:\/

tgarctgx= l
X

cos(arcsinx)=

cotgarcsinx=

cotgarccosx=

X cosy cosy X

tgarctg x=tg y= cotlg y =%

sin(arccosx)=4/1-x?

N

1_ . 1_ =12 1_ 2
X tgarcsmx=cotgy=C95y:\/ Sin y:\/ X
X sSiny SIN X X

cosy  cosy X

cotgarccos x=cotg y=——=>= -
siny \f1-cos?y 1-x?

X
J1-x°
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Unita Didattica N° 14 Le funzioni Circolari

COtg arctg X= E cotg arctg X= COtg y= L zi
X tgy X

cotg(arctgx) = tg(arccotgx) = )1( x=tgy = y=arctgx = cotgy = cotg(arctgx)

tgiy = cotg (arctg x) % = cotg(arctg x)

x=cotgy = y=arccotgx = tgy = tg(arcotgx)

1
oty cotg (arccotg x) . g(arccotg x)

arcsin(-x)=-arcsinx se -1<x<+1

y=arcsin(—x)=—arcsinx = -x=siny x=-siny=sin(-y)
—x=siny = y=arcsin(-x) x=sin(-y) = -—y=arcsinx
Sommando membro a membro y=arcsin(—x) e —y=arcsinx otteniamo:
arcsin(—x)+arcsinx=y—y=0 arcsin(—x)+arcsinx=0 arcsin(—x)=—arcsinx

arctg(-x)=-arctgx
y=arctg(—x)=—arctgx = -—x=tgy x=—tgy=tg(-y)
—x=tgy = y=arctg(—x) x=tg(-y) = -y=arctgx
Sommando membro a membro y=arctg(-x) e —y=arctgx otteniamo:
arctg(—x)-+arctgx=y—-y=0 arctg(—x)-+arctgx=0 arctg(—x)=—arctg

arcos(-x)=m-arcosx Cio¢ arcosx+arcos(-x)=m  se —1<x<+1

Pongo: x=cosy Ofttengo: y=arccosx COS(7—Yy)=—C0Sy=—X => m—Yy=arccos(—x)

y=arccosx z—y=arccos(—x) = arccos(—x)+arccosx=z—-y+y=z =
arccos(—x )= —arccos x

arcotg(-x)=m-arcotg x
Pongo: x=tgy Ottengo: y=arctg x tg(z—y)=—tgy=—x = x—y=arctg(—x)
y=arctg x sz-y=arctg(-x) = arctg(—-x)+arctgx=r—-y+y=7r =

arctg(—x)=rz—arctg
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. X 1
arctgx=arcsin =arccos
J1+x° J1+x°
_ _ : tgy X :
Pongo: x=tgy Ottengo: y=arctgx Siny= = y=arcsin—
\/1+thy \/1+ X2 1+x°
cosy= -1 y=arccos———
JLtg?y (142 1+x?
y=arcsin X A y=arctgx =  arctgx=arcsin X
1+ X2 1+ X2
1 1
y=arccos A y=arctgx =  arctgx=arccos
1+X 1+ %2
1 1 1 1
arccotgx = arctg— x=cotgy = y=arccotgx tgy= == = y=arctg—
X cotgy X X
y = arccotg x 1
1 = arccotgx = arctg—
y = arctg— X
X
tgarcsin x= \/7 = arctg(tgarcsin x)=arctg \/7 arcsinx=arctg \/7
«/ «/ J1-x?
tgarccos x= = arctg(tgarccos x)=arctg arccosx=arctg——
X

. 1-x2 . 11— x2 il
cotgarcsin x= = arccotg (Cotg arcsin X) =arccotg arcsinx=arccotg
X X X

X
cotg arccos x= = arccotg(cotgarccos x)=arccoty——— = arccosx=arccotg———
2 2 2
1-x 1-x 1-x
T
arcsmx+arccosx—5 vXe[ 11]
T T
y=arcsinx = X=siny= cos(z—y] X = cos( j = E—y arccos x
arcsin x = y
T
arccos X = —-y
2
. T
arcsin X +arccosx = >
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