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Teoremi ed operazioni sui limiti

1) Limite del valore assoluto di una funzione

2) Teorema dell*unicita del limite

3) Teorema della permanenza del segno

4) Teorema del confronto fra limiti

5) Limite della somma.

6) Limite della differenza

7) Limite del prodotto

8) Limite del reciproco di una funzione

9) Limite del quoziente

10) Alcuni limiti notevoli: ~ limP(x) lim EEX)
X—»00 X—0 X

N—
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Limite del valore assoluto di una funzione

Teorema: Se f(x) & una funzione che tende ad /eR per x—Xx,, allora ‘f(x)‘ converge a |/|

per x—X,, cioe il limite del valore assoluto di una funzione é uguale al valore assoluto

del limite. ~ Lim f(x)=¢ = Lim|f(x)[=]¢ [1]

X=X, X=X,

Il teorema non & invertibile, cioé: lim

X—>Xo

f(x)=]¢ nonimplica Lim f(x)=¢

X=Xy

Il teorema ¢ invertibile solose ¢ = 0, in questo caso abbiamo:

Lim f(x)=0 < Lim

X=X, X=X,

f(x)‘:O
Teorema dell‘'unicita del limite

Se una funzione f(x), per x—Xx,, ammette limite ¢, esso & unico.

Dimostrazione: Dimostriamo questo teorema per assurdo, cioe supponiamo che si abbia

contemporaneamente:  Lim f (x) =/ : Limf(x)=¢, ¢
Limf(x)=¢ = ‘f(x)—£‘<g vxel, (%)= {x} [1]
X=X,

Limf(x)=¢, = |[f(X)-f]<e Vxel,(x)={%] 2]

La [2] puo essere scritta anche nella seguente maniera: |¢, — f (x)| <& Vxel,(x,) = {X,} [3]
Le [1] e [2] sono verificate contemporaneamente
Vxel (%)= {%}=1(%)N1,(%)—{%}

—e< f(x) -t <e

—e <l - f(x)<e¢ vxel ()= )

Possiamo scrivere : {
Sommando membro a membro otteniamo: -2¢ < ¢, — / < 2¢ Cioe : |€1 - £| < 2¢

Questa disuguaglianza € assurda in quanto la quantita costante |€l - £| non puo essere minore della

quantita 2¢ positiva, variabile e piccola a piacere.

L'assurdo si toglie ammettendo che la funzione f(x) ammette nel punto x, un limite unico.
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Teorema della permanenza del segno

Se per x— X, la funzione f(x) tende al limite finito ¢ non nullo, allora esiste almeno un intorno

I(xo) del punto x, nei cui punti x, escluso al piu il punto x;, la funzione f(x) assume lo
stesso segno di/, cioe sono entrambi positivi oppure entrambi negativi.
Hp: lim f(x)=¢20 Th: 31(x,):¢-f(x) >0 Vxel(x,) — {X,]
Dimostrazione
Scelto il numero positivo ¢ = |¢| abbiamo:

limf(x)=¢ = (—e<f(X)<l+e Vxel(x) — {X]

C=|< f(x)<t+|t]  Vxel(%)—{x} [1]
® (>0 = |(|=¢ equindila[l] diventa: 0 < f(x) < 2¢ Vxel(x,) — {X}
cioe : f(x) >0 Vxel(x,) — {%}
® /(<0 = ||=-¢ equindila[l]diventa: ¢+ ¢ < f(x)<(—¢ Vxel(X,)—{X}

20 < f(x) <0 Vxel(x) - {x,} ciog: f(x) <0 Vxel(x,) — {x,])

Teorema inverso della permanenza del segno

Se esiste Iimf(x):z , serisulta f(x) >0 [f(x) < 0] in un opportuno intorno del punto x_ allora &

(>0 [¢<0]
Corollario

Se per x —x, risulta quanto segue: f(x) < g(x), Limf(x)=¢,, Limg(x)=¢, allora si pud

X=X X=X

dimostrare che vale la seguente relazione: ¢, < ¢,

Teorema del confronto fra limiti

Siano f(x), h(x), g(x) tre funzioni definite nello stesso intervallo. Se risulta:
1) f(x) <h(x)<g(x) Vxel(x)— {%}

2) Lim f(x) = Lim g(x) = ¢

X—>X, X—>X,

allora risulta anche: Lim h(x) = ¢

X=X
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Poiché la funzione f

viene “costretta” dalle

funzioni h e g, il

o . - teorema viene detto

0

h(x) = f(x) = g(x)
lim h(x) = €

teorema dei due

x=xq carabinieri.
limg(x) =<

X xg

Dimostrazione: lim f(x)=¢ = (—e<f(x)<l+e Vxel(X)-{X}

X=X,

limg(x)=(= ¢ - e<g(X)<l+e& Vxel,(%)-{x}

Allora, detto 1(x,) = 1,(x,) N 1,(X,), possiamo scrivere:
t—e<f(x)<h(x)<g(x)<l+e Vxel(x)—{X%}

ed affermare che: lim h(x)=¢

X=X

Infatti abbiamo dimostrato che in corrispondenza di un certo ¢ > 0, fissato ad arbitrio, esiste un

intorno 1(x,), per ogni x del quale, diverso da x, risulta: ¢ — & <h(x)< ¢+ & cioé:

‘h(x) — 4 < ¢. Inbase alla definizione di limite questo significa che: lim h(x):ﬂ .

X=X,

Il teorema continua a sussistere anche quando ¢ = +oo .

Limite della somma

Teorema: Il limite della somma di un numero finito di funzioni & uguale alla somma

dei limiti delle singole funzioni. Nel caso di due funzioni abbiamo:

!LT, f(x)=1¢, _
img(x)=t,[ [F(x)+g(x)] =, + £,

X=X,
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lim f(x)=(, = Ve>0 [f(x)- 1< g vxel(x) = {x} [

X=X,

limg(x)=¢, = Ve>0 [g(x) - 1, < g Vxely(x,) - {x%} [3]

Le [2] e [3] valgono contemporaneamente nell'intorno  1(x,) = 1,(%,) N 1,(X,) - {%,}
sicché , sommando membro a membro , otteniamo :
‘f(x) —~ fl‘ + ‘g(x) - ZZ‘ <& Vxel(x) = {%} [4]

Ricordando che |A + B| < |A| +|B| possiamo scrivere la [4] nella seguente maniera:

Ve >0 [F(x)+g(X)= (6 +10,)<e Vxel(x) = {x} = Im[f(x)+g(x)]=¢,+7,

X=Xy

e || teorema non é invertibile.

Osservazione: Il teorema [1] e stato dimostrato nell’ipotesi che ¢, ed ¢, siano numeri finiti. In

caso contrario valgono le seguenti considerazioni:

4, l, b+ 0
+0o0 l, +0
gl + o0 + 00
— 00 gz —00
gl — 00 —00
+00 —00 +00 —00
—00 400 +00 —0o0

Il teorema [1] da luogo alla forma indeterminata +o00 —co che va eliminata, se possibile, con opportuni

accorgimenti che saranno esposti in seguito.

Limite della differenza

Teorema: Il limite della differenza di due funzioni e uguale alla differenza

dei limiti delle funzioni date.

lim f(x)=¢,

X=X, I. f ) zg -g
limg(x)=1t,[ lim [£(x)-9(x)] = ¢, - £,
X=Xy

Tenendo presente le considerazioni del paragrafo precedente e che |A — B| < |A| + |B| possiamo

scrivere: Hf(x) - 4] = [9(x) = 4] ‘ <[f(x) = o +]a(x) = 6] Vxel(x) - {x,)
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Questo vuol dire che: Lim [f(x) —~ g(x)] = (¢, — ¢, e Ilteorema non & invertibile.

X— X,
Osservazione: Valgono le stesse considerazioni fatte per il teorema precedente, cioé il limite

della differenza di due funzioni puo condurre alla forma indeterminata +o0 —oo.

Limite della potenza ennesima di una funzione
Il limite della potenza di una funzione é uguale alla potenza del limite della funzione stessa, cioé:
lim f(x)=¢ = Lim[f(x)] = ¢

X% X—>Xo

Limite della radice ennesima di una funzione
Il limite della radice n-esima di una funzione é uguale alla radice n-esima del limite della funzione

stessa, Cioe: lim f (x)=2¢ = lim Q/W =
Limite del prodotto
Teorema: Il limite del prodotto di un numero finito di funzioni & uguale al prodotto dei limiti
i 1) =,
delle singole funzioni. !L”X‘ a0 =1, = anxw f(x)g(x)=1¢,-¢,
4 l, 00,
4 0 00
© l, 00
£,>0 +00 +00
+00 ?,>0 +00
1,<0 +00 —0
+00 1,<0 —00
+o0 +00 +00
—00 1,<0 +00
+00 —00 —00
—00 +00 —00
0 0 0-00
0 0 ©-0
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Negli ultimi due casi il limite del prodotto delle due funzioni si presenta nella forma indeterminata
0-00 e quindi, per il momento, non possiamo stabilire se esso é finito, infinito o0 non esiste.

Corollario: Se g(x)=k:costante, allora il limite precedente diventa:
limk- f(x)=k-lim f (x)=k-¢,

X=X, XX,

cioé un fattore costante puo essere portato fuori dal simbolo di limite.

Limite del reciproco di una funzione
Il limite del reciproco di una funzione e uguale al reciproco del limite della funzione stessa,
. : o . : 1 1
nell'ipotesi che tale limite sia diverso da zero. lim f (x)=(#0 = lim — = i
X)

X=X, X=X, ( )

Il teorema non ¢ invertibile.

Corollario: Si puo facilmente verificare che:

lim f(x)=0 < lim =0 : lim f(x)=w0 < lim =0
X=X, ( ) XX, f(x) X=X, ( ) * XX, f(X)
Limite del quoziente di due funzioni
Teorema: Il limite del quoziente di due funzioni & uguale al quoziente dei limiti del
dividendo e del divisore nell'ipotesi in cui il divisore € diverso da zero, cioé:
lim f(x)=1, (%) o,
] = lim —~==-—+%
fim 9(x) = o) L
!
Kl £2 72
0 gz 0
A 0 0
4, 0 00
0
0 0 —
0
o0
o0 o0 -
o0
0 - 0 1 = 00-00 = 0
> 0 0 B
0 0 0. 0~1 =00=0
o0 o0
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. 0 o ) ]
Osservazione: Le forme +o —o , 0-0 | 6 , — sono dette forme indeterminate. La loro
o0

eliminazione avviene mediante I'applicazione di particolari accorgimenti o ricorrendo ai due teoremi
di De L'Hospital.

o 0 . . . i
Le forme — e — non sono indeterminate in quanto risulta:

e 0]
Ezoo-l:oo-oozoo , E:O.lzo.on ,0” =0,0"= 100 =0
0 0 0 o0 o*
Esistono anche le tre seguenti forme indeterminate: 1° 00 , o0

Non sono forme indeterminate :

0+OO

° (+OO)+oo chetendea +oo ® (+oo)_oo chetendeazero e che tende a zero

Alcuni limiti notevoli

n-2

Sia P(x)=a,x" +a,x"" +a,Xx"*+----+a,_, X + a, un polinomio di grado n nella variabile x, con

neN , a,,a,,...,a, €R . Vogliamo dimostrare che:  Lim P(x) = a,-Limx" = o

X—>0 X—>0

X—0 X—0 X X 2 Xn 1 X X—»00

limP(x)=limx"| a +ﬁ+&+....+g+i =a -limx"=w
0 n 0

In particolare abbiamo:

{ao > 0ed n pari
+o00 Se

_ +oo se a, >0 _ a, < 0 ed n dispari
lim P(x)= lim P(x)= _
X+ - se a, <0 X a, < 0ed n pari
—o0 Se
a, > 0 ed n dispari

Jlrpoo(—3x3 + 2X + 5)=Jlrll(—3x3):—3~ Limx®=—oo

n-2

Siano N(x) = a,x" + a,x"" + a, X" “+-+a, ;X + &

n

D(x) = bx™ + b x™" + b, X"+ b X + b,

due polinomi nella variabile x, rispettivamente di grado n ed m (con n maggiore, uguale, minore di

m).
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Vogliamo dimostrare che:

o Se n>m
. N(x .
||mL)=i.||mxn_m= i se N=m
X—>00 D(X) bo X—>00 b0
0 se n<m
N(x)_limN(x) lima,x" 4 g
lim = X200 = X2 =2 . lim=—==.limx"™
x>=D(x) limD(x) limb,x™ b, x>=x™ b, x>=
4 4
. —bx"+2x-3 ,. -bx 5 . 4
lim ——m—= =——.Limx’ =+
x> 2X 4+ 3 o= 2X 2
. o2xX*+2x -5 . 2% 2 1
Ilrgo_ - : =lim =" ==
xo—o —4X° + 2X° + 7 x>0 —4X 4 2
. bSx*bBx* +2x -3 . 5x* 5 . 1 5
lim c c > =lim ——==-lim ==--0=0
x> TX? TX” + 3X° + 2 o IX T o= X 7
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