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Definizione di derivata prima di una funzione

Sia f(x) una funzione definita e continua nell’intervallo limitato e chiuso [a,b]. Quando la
variabile indipendente passa dal valore x,edom f al valore xedom f essa subisce |‘incremento
Ax=x-X,=h (x=x,+h=x,+AXx)
e, di conseguenza, la funzione f(x) subisce I‘incremento
Af(x)=f(x)=f(x)="f(x +h)=f(x)=F(x +Ax)—f(x)

Af(x) _f(x)-f(x,) _f(x,+h)-f(x,) _f(x,+Ax)-f(x,)

I to R(X,,Ax)=R(x,,h)=
rapporto R(x,,Ax)=R(x,,h) ~ — ; ~

[1]

dicesi rapporto incrementale della funzione f(x) relativo al punto X, ed all’incremento
Ax=h. In particolare, se risulta Ax=h>0 (x>x,), la [1] rappresenta il rapporto
incrementale destro, se risulta Ax=h<0 (x < x,), la [1] rappresenta il rapporto
incrementale sinistro.

R*(x,,AX) = rapporto incrementale destro,

R (x,,Ax) = rapporto incrementale sinistro

Il rapporto incrementale di una funzione f(x) varia al variare del punto x, e dell’incremento

Ax=h [cioe R*(x,,Ax) & una funzione a due variabili X, e Ax] e non & definito soltanto nel
) . 0
punto X, (h=0) dove assume la forma indeterminata 0

Tuttavia puo esistere finito il seguente limite:

Limwz LimM: Lim Ay(x) =Lim f(x, +h)_f(x°) =Lim

Xx=>% X - X, Ax—>0  AX Ax>0  AX h—0 h Ax—0

f(XO+AX)-f(XO)

[2]

In questo caso diciamo che la funzione f(x) & derivabile nel punto X, e tale limite prende il

nome di derivata prima della funzione f(x) nel punto X, .

Esso puo essere indicato con uno dei seguenti simboli:

y'(x,), f'(x,) [dovuto a LAGRANGE nel 1798]
Dy(x,), D f(x,) [dovutoa CAUCHY nel 1823 ]

dy(x,) df(x,)
dx = dx

[ dovuto a LEIBNIZ nel 1823 ]
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y(%,). (%) [ dovuto a NEWTON nel 1686 ed usato in meccanica razionale quando la

variabile indipendente é il tempo t ]

La derivata prima di una funzione in un punto rappresenta un numero.

f'(X,-) = LimM = derivata sinistra della funzione nel punto X,
X—=>Xp= X - XO

f'(x,+) = Lim M = derivata destra della funzione nel punto X

Xt X - X, 0

Se questi due limiti esistono finiti e sono uguali tra loro [f'(x, —) = f'(x, +)] diciamo che esiste
la derivata prima della funzione f(x) nel punto X, .

Quindi f(x) & derivabile nel punto X, se f'(x,-) = f'(x,+).

Se f(x) & derivabile in ogni punto dell’intervallo [a,b] diciamo che essa & derivabile

nell’intervallo [a,b] e scriviamo:

Lim )T AT AYC) g FOER)-F() 5,
xox o X - X Ax—>0  AX Ax—>0  AX h—0 h Ax—0

f(x+Ax)—f(x)

[3]

I simboli adottati per la circostanza sono i seguenti :

d_yodf(x)

5 . (Leibniz) usato quando si vuole mettere in evidenza il punto in cui calcolare la
X X

derivata.

e y'(x) oppure f'(x) (Lagrange) usato quando vogliamo mettere in evidenza il punto in cui
calcolare la derivata

e Dy(x) oppure Df(x) (Cauchy) adoperato quando vogliamo mettere in evidenza la

funzione da derivare.

Se nel punto x,edom f risulta: Lim flx + hg - %) = + oo diciamo che la funzione
h—0

f(x) ammette nel punto X, la derivata prima infinita con segno.
Si parla in questo caso di derivata generalizzata. In ogni caso diciamo che f(x) e derivabile nel
punto X, ed ha ivi derivata infinita se la derivata sinistra e quella destra sono infinite ed hanno lo

stesso segno. Il significato fisico di derivata prima sara messo in evidenza nel prossimo paragrafo .

Quando noi diremo che la funzione f(x) € derivabile nel punto X, intenderemo sempre che il

limite [2] esiste finito.

Pagina 3 di 37



Unita Didattica N® 26  Derivata prima di una funzione

ESEMPI
e f(x)=3x*-2x +3 calcolare f'(2)

f (2+h)=3(2+h)’~2(x+h)=3h*+18h*+34h+23 , f(2)=23
R(2,h) =

f'(2) = LimR(2,h) = Lim(3h* + 18h + 24) = 24

= 3h% + 18h + 24

f(2+h)- f(2)
h

h—0 h—0
3 b
e 1(x) = Vx calcolare £(2) , f(h) = ¥ ,f©)=0 , ROM) = 0 P _ 1
h h h73
f’(0) = LimR(0,h) = Li
(0) = LimR(ON) h'Jo“h/ e
X 5+h-1 h+4
f = Icol f'(5 , f(5+h : 5)=2
o f(x) 5 calcolare (5) (5+h) = s h 3 h i (5)
fr5) = Lim G =FO) 1L
h—0 h h>o N+ 2 2
N —\/_ . X + h —Xx 1 1
e DYx = Lim ¥ " = Lim = Lim
h-so h—>o h(1/x+h+\/§) hs0 \/x+h+\/_ 24/x

OSSERVAZIONE

La derivata prima di una funzione in un punto € un numero, in un intervallo & una funzione

® Ax=x-x =h =incremento della variabile indipendente
Af(x) = f(x) = f(x) = f(x, + h) = f(x,) = f(x, + Ax) - f(x,) = incremento

della funzione f(x) quando la variabile indipendente passa dal valore X, al valore x

La continuita nei confronti della derivabilita
Teorema: Se la funzione f(x) & derivabile nel punto x,ecdomf essa & continua in

tale punto. Questo teorema non e invertibile, cioé f(x) pud essere continua nel punto X, ed

essere ivi non derivabile. Una funzione derivabile & sicuramente continua, mentre una

funzione continua puoé non essere derivabile.

- f(x+h)-f(x) ., _ e , B
Hp {Ilm =f'(x,)eR = quantita finita Th { lef(xo+h)_f(xo)

h—0 h
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Dimostrazione: Consideriamo  I’identita f(xo+h):f(x0)+%[f(xo+h)—f(xo)] e

prendiamo di ambo i membri il limite per h—0:

|imf(x0+h)=|im{f(xo)+h, F(x+h)=f(x)]
h—0 h—0 h

-t £

0 h—0 h—0

petimp-tim I g (50 0. 1) =1

La funzione f(x) = [x| & continua nel punto x=0 ma non & ivi derivabile.

(x)=x=1 7% dimx=0 . limx=0 = lim[x=0
-X se X<0  xo0+ X0~ X—0
£ < tim X oy im 2 g
h—0 h h—0- h h—0- h
£(0+) = tim L — jim 2 _1 £/(0-) = £/(0+)

h—0+ h h—0+
Possiamo concludere affermando che la funzione f(x) = |x| non & derivabile nel punto x=0.

2x—-1 se x>0 .
f(x):2|x|—l:{_zx_1 o x<0 lim (2|x| 1) = -1= (0)

La funzione proposta € continua nel punto x=0.

2|x+h|-1-2|x+1 2|x+h|-2|x

Pl =l h h
tr(04) = im 2P im 2 5 o0y = tim A= im 20
h—0+ h h—0+ R h—0- h h—0- h

f'(0-)# f'(0+) Possiamo concludere affermando che la funzione f(x) = 2x -1 non &

derivabile nel punto x=0. Pertanto la funzione proposta, nel punto x=0 & continua ma

non derivabile.

y y
0 X
1 1
2 2
0o X -1
F(x) = f(x) = 2 - 1
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Osservazione

e Se f(x) ¢ discontinua nel punto x, , allora f(x) & sicuramente non derivabile nel
punto X,
® Se f(x) e continua nel punto X, allora f(x) nel punto x, pud essere sia derivabile che

non derivabile.

Derivate successive o di ordine superiore

Abbiamo visto che la derivata prima f’(x) di una funzione f(x) & a sua volta una funzione il cui
dominio non coincide sempre con quello di f(x). La funzione f’(x) & derivabile nel suo dominio

f'(x+h) - f'(x)

quando esiste finito il limite [4] LIIT(}

che prende il nome di derivata seconda o derivata del secondo ordine della
funzione f(x) e viene indicata con uno dei seguenti simboli:

d? f(x)
d x?

(0 v ot 2

Quando esiste finito il limite [4] diciamo che la funzione f(x) é derivabile due volte nel

punto x che ammette la derivata seconda nel punto x .

La derivata seconda della funzione f(x) puo, pertanto, considerarsi come la derivata della

derivata prima della funzione f(x).

Ma la f"(x) e, a sua volta, una funzione di x per cui, procedendo come prima, possiamo definire
la derivata terza (0 derivata del terzo ordine), la derivata quarta (o del quarto

ordine),...., laderivata ennesima (o di ordine n). Simboli usati:

d"y(x) d"f(x)
dx" ' dx"

f™(x), y™(x), D"y(x), D" f(x),

Le derivate successive possono essere indicate anche con i seguenti simboli:

fr(x) , £7(x) , £7(x) . £Y(x) , FY(x) , ... , £O(x)
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Significato geometrico di derivata prima

La nozione di derivata prima € intimamente connessa col problema della definizione di retta
tangente al grafico di una funzione in un suo punto.

Sia Po[xo, f(xo)] un punto della curva piana y di equazione y = f(x) . Sia P[x, f(x)] il punto del
grafico y della funzione f(x) di ascissa x. Detta 3(x) la misura in radianti dell'angolo di cui deve
ruotare in senso antiorario la direzione positiva dell'asse delle ascisse per sovrapporsi alla secante

P,P, definiamo retta tangente alla curva y nel punto di ascissa X, la retta t, se esiste,
posizione limite della retta secante P,P quando il punto P, muovendosi lungo la curva v,

tende a P,. Tenendo presente la figura, dopo semplici considerazioni deduciamo:

PR _f(x,+h)-f
[5] tg909 = £X = (% + h) (%)

0

cioé il rapporto incrementale della funzione f(x) relativo al punto X, ed all'incremento h

rappresenta il coefficiente angolare della retta secante P, P . Adesso supponiamo che la curva
piana y ammetta la tangente nel punto Po[xo, f(xo)], cioé supponiamo che t sia la posizione limite

della secante PP quando P tende a P, muovendosi lungo la curva y. Sotto queste ipotesi possiamo

scrivere: 3, = 9(x,) = Lim 9(x) cioé tg}!irrg 9(x)=tg 9, l!irrgth(x)=thO =m,

P—P,
Tenendo presente la [5] abbiamo:

. f(x, +h)-f(x,) .,
[61 mt=tgl90=pgg( h) () - p(x,)

cioé la derivata prima f’(xo) della funzione f(x) nel punto X, rappresenta il coefficiente

angolare della retta tangente al grafico della funzione f(x) nel punto di

ascissa X,.
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y4 9, ¢ laposizione limite dell'angolo
9(X) quando P—P, t
muovendosi su ¥ . Y

f(X0+h) & y=f(X)

F (%)

> X

Ly
- 0 / [ Xo X=X, +h

Si puo dimostrare che quando esiste finito il limite [6] esiste la tangente al grafico della funzione

f(x) nel punto di ascissa X, , e viceversa. Possiamo concludere affermando che condizione
necessaria e sufficiente perché il grafico della funzione f(x) ammetta la tangente nel punto
di ascissa x, € che esista finito il seguente limite:

lim f(x +h)—f(x)

h—0 h

cioé il fatto geometrico dell'esistenza della tangente ad una curva di equazione y=f (x) nel suo
punto di ascissa X, equivale al fatto analitico dell'esistenza del limite [6].

L'equazione della retta tangente t alla curva y di equazione y=f (x) nel suo punto di ascissa X, € :
[7] y-1(x) = (%) (x-%,)

mentre quella della retta normale alla curva y nel punto Po di ascissa X, ( retta perpendicolare alla

tangente ay in Py ) é:

[8] y-f(x,)=

Osservazione

® Se risulta f'(x) = oo la funzione ha derivata infinita (o generalizzata) nel punto X, .
In questo caso la retta t, tangente al grafico della funzione f(x) nel punto di ascissa x,, €

perpendicolare all'asse delle ascisse (tangente verticale).
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® Se due curve y e c aventi rispettivamente equazioni y=f(x), y=g(x) sono tangenti in un

punto P di ascissa X, allora deve aversi simultaneamente:

f(x)=g(x) P(x,y) ey le due curve hanno la
f'(x)=9'(x) P(x,y) ec stessa tangente nel punto P

<<Tra le curve di equazione y = ke* determinare quella che risulta tangente alla

parabola di equazione y = x*>>

{f(x>=g<x> {k

f'(x)=9'(x) ke* = 2x
Si tratta di un sistema dove le incognite sono il parametro k e I'ascissa x del punto di tangenza delle

4

due curve. Risolvendo il sistema [*] otteniamo: x = 2 , k = —

e

U

[*]

La curva richiesta ha equazione y = 4e*~? ed & tangente alla parabola y = x* nel punto P(2,4) .

La tangente comune alle due curve ha equazione: y=4x-4 .

Angolo di due curve
Sia P un punto comune a due curve y e  aventi rispettivamente equazioni: y=f(x) y=g(x).

Si dice angolo formato dalle due curve nel punto P l'angolo 9 determinato dalle
tangenti alle due curve nel punto P. Se non ¢ precisato I'orientamento delle due curve, ¢ indifferente
la scelta fra I'angolo acuto e quello ottuso. Per la determinazione di tale angolo si procede come
segue. Se a e B3 sono gli angoli che ciascuna retta tangente forma con la direzione positiva dell'asse

delle ascisse, abbiamo:

Y o e-gs (X)) - g(x)
$=a-p = 99 =1g(a ﬂ)_1+tga-tgﬂ 1+ F(x)9'(x)

Se la scelta dell'angolo formato tra le due curve ricade sull'angolo acuto la formula precedente

assume la seguente forma: 9 = arctg|1f+()2(_ )gg(fz) )I
X)-g'(x

<<Calcolare la misura dell'ampiezza dell'angolo [ formato dalle curve di equazioni

y:f(x):zxey:g(x):x:(rl,x>0>>
Le due curve si tagliano nel punto P(1,2) . fr(x) = 2*In2 . £(2) = 2In2
1 1+ 2In2
(x) = —— . g'(2) = -1 9 = arctg|———| = ~ 80°48
9'(x) x? 9'2) A 22
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Discontinuita della derivata prima

Ricerca dei punti x dove la funzione e continua ma non derivabile

Puo accadere che una funzione f(x) sia nel punto X, continua ma non derivabile. Questo
si verifica quando il grafico della funzione f presenta nel punto di ascissa X, un punto
angoloso (tangente sinistra diversa dalla tangente destra) oppure una cuspide di
prima specie (tangente sinistra verticale diversa dalla tangente destra verticale
cioé la tangente sinistra € una semiretta coincidente con la tangente destra) o un flesso a
tangente verticale (tangente inflessionale verticale) Analizziamo tutti i casi che
si possono presentare ricordando, innanzitutto, che una funzione non é derivabile in un punto X, se

non esiste il limite del suo rapporto incrementale relativo al punto X, oppure se tale limite esiste

ma non € finito.

Quindi f(x) non e derivabile nel punto X, se:

1) f'(x,) non esiste 2) f'(x,) = 3) f/(x,—)=f(x+)

Ricordando che f'(xo) rappresenta il coefficiente angolare della retta tangente al G(f) nel punto
P[%,: f(x,)] possiamo affermare quanto segue:

1) f'(x,) non esiste, il G(f) non ammette la retta tangente in P,[x,, f (x,)]

2) f'(x,) = latangente al G(f) in B[x,, f(x,)] & verticale.

Se f(x) € nel punto x, continua ma non derivabile allora vale quanto segue:

1) f'(x,—)=f'(x,+) ,con almeno una delle due derivate , destra o sinistra, diversa da oo: il
grafico della funzione presenta nel punto di ascissa X, un punto angoloso.

2) se f’(xo) = oo allora il G(f) presenta nel punto di ascissa X, :

a) un flesso a tangente verticale se f'(x,—)= + o  f'(x,+) = + o oppure se
fr(x,=)=- oo f'(x,+)=- o, cioéseilsegnodi f’(x,) = o non cambia quando la x passa da
valori minori di X, a valori pit grandi di X, In questo caso la tangente destra e la tangente sinistra

al G(f) sono semirette opposte e costituiscono una retta tangente verticale ( tangente inflessionale ) .
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b) una cuspide di prima speciese f'(x,—)=+ o f'(x,+) =-  oppurese f'(x,—)=-
o f'(x,+)=+o , cioé se il segno di f'(x,)=c0 cambia quando la x passa da valori minori di
X, avalori piu grandi di X, .

Le cose sopraddette possono essere riassunte nel seguente prospetto:

a tangente verticale

(%) {XO = punto di flesso
(

] f'(XO) {xo = cuspide di prima
d £/(%) specie
F%=) | (%) {xoéun puntoangoloso se

f'(x,—) =f'(x,+) eddmeno
unad esse e unaquantita finita

[¢]

Osservazione

f(x) € continuain x, se Lim f(x) = f(x,)

f(x) e discontinuain x, se: 1) f'(x,—)=f'(x,+) 2) f'(x,) = 3) f'(x,) non esiste
Studiare la continuita della derivata prima f '(x) della funzione f(x) ed interpretare le sue eventuali

discontinuita nei seguenti casi:

e se x<0 L
. —e" se x<0
. f(x):e”:l sex=0 domf = R f’(x)={X
e se X>0
e’ se x>0
0 . “x
> X fr(0-) = Lim-e™ = -1
- + x—>0-
f'(x) f'(0+) = Lime* =1
x—0+

La derivata prima presenta nel punto x=0 una discontinuita di prima specie
domf' = domf - {0}

La funzione ¢, nel punto x = 0, continua ma non derivabile. Quindi x=0 e un punto
angoloso per il grafico della funzione.

Equazione della semitangente sinistra:
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y = f(0) = F/(0-)(x =0,y -1=-x ,y=-x+1
Equazione della semitangente destra:
y - f(0)= f/(0+)(x -0 , y-1=x , y=x+1
o f(x) =[3-log,x + arctgg : domf = R" = 10,+o[

3-1log,x >0 = log,x < 3= X

3-1log,x <0=log,x >3 =

<22 =>0<x<8

X>2"= x>8

0 8

v
X

~
)

3—log, x

3—Iogzx+arctgg se0<x<8

() =15

-3 + log, x + arctgg se x > 8

se X =8

f(8) = [3—1log,8 + arctg% =[3-3 + arctgl = %

-1 8 —x*> +8xIn2 - 1
+ > = > se 0<x<8
xIn2 1+ x (1 + X )xln2
f(x) =
1 8 x* +8xIn2 +1
> = 5 se X > 8
xIn2 1+ x (1 + X )xln2

64 + 64In2 + 1 _ 65 + 64In2
520In2 ~ 520In2

—-64 + 64In2 -1  —-65 + 64In2 f’(

f(8-) =
(&) 52012 52012

8+) =

f ’(8 —) = f '(8 +) La derivata prima presenta nel punto x = 8 una discontinuita di prima

specie. domf’ =domf — {8}
La funzione &, nel punto x = 8, continua ma non derivabile. Quindi x = 8 € un punto

angoloso per il grafico della funzione.
Osservazione

Sia Po[xo, f (xo)] un punto del grafico della funzione f .P, & un punto angoloso per il grafico

della funzione f se la tangente sinistra e diversa dalla tangente destra ed almeno una di
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esse non & verticale, cioe. Po € un punto angoloso per il grafico della funzione f se la derivata
sinistra e diversa dalla derivata destra ed almeno una delle due € una gquantita finita.

Po € una cuspide di prima specie per il grafico della funzione f se la tangente destra e
la tangente sinistra sono la stessa semiretta ed essa € verticale .

Po & un flesso a tangente verticale se la tangente destra e la tangente sinistra

sono semirette opposte, cioeé se la tangente inflessionale é verticale.

FI(x,040 , £1(x,}20

Punti angolosi
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£ 00 f1tx)te00  TLO6ITE £1(x)24eD

¥ ’ | M

fix

o

fix,) = = = = =

G(f)

Cuspide di prima specie

Lim f'(x) = +@®

Punto di flesso a tangente

verticale
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AL Flx0) =0 Vi

\ / f'(r0) = +oc f(r0) = —oc
; 7 7 \

:
'
I
/ i
>
! - >

b

1
O X, X @] X, X @] Xy X @) 4 X
punto di minimo punto di flesso a tangente orizzontale ounto diflesso a tangente verticale punto di flesso a tangente verticale
A A 1\ A
y y 1 Y Y
5 l
1 H s >
. > 5 > > >
O X, X O %o X @) X X O Xy X
punto angoloso punto angoloso cuspide di prima specie cuspide di prima specie
. ' ! — y
f!(x0) # f!(xo) f!(xo) finita fl(x0) = =00 fl(x0) = +o0
. o o s / g ! == i
le derivate sono finite f!(xo) infinita fl(x0) =+ fl(xp) = —o0

Interpretazione cinematica della derivata prima e della derivata seconda

Sia P un punto materiale che si muove su una traiettoria curvilinea ¢ sulla quale fissiamo il verso
positivo, l'origine O e l'unita di misura per le lunghezze (che nel S.1. é il metro). La sua posizione

all'istante t & individuata dall'ascissa curvilinea s la quale risulta essere funzione del tempo. Sia S(t)
la legge oraria o equazione del moto, cioé s(t) e la funzione che ci consente di

individuare la posizione del mobile P all'istante t. All'istante t il punto P occupi la posizione

corrispondente all'ascissa curvilinea s = S(t) ed all'istante t, =t + At occupi la posizione

corrispondente all'ascissa curvilinea s, = s(t,) = s(t + At).
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y zgzsl-szs(t+At)-s(t)
mOAt t -t At

Il rapporto :

rappresenta la velocita scalare media relativa all'intervallo di tempo At .

Per avere la velocita scalare istantanea bisogna calcolare il seguente limite:

. - . A . S(t+At)-s(t
lim>2"2 = [im 25 = |im ( )-s(t)
t; >t tl -t AtS0At At>0 At
che esprime il limite del rapporto incrementale della funzione s(t) relativo all'istante t ed

all'incremento At. Tale limite rappresenta la derivata prima della funzione s(t) rispetto al

. - . . S(t+At)-s(t
=%:I|msl S:Ilmﬁzllm( ) ()
dt t, -t tl -t At—0 At At—0 At

tempo, cioe:  v(t) =s'(t) =5(t)

la velocita istantanea di un punto materiale che descrive una traiettoria
prestabilita con legge oraria s(t) e la derivata prima della funzione s(t) rispetto
al tempo.

In generale, la velocita istantanea del punto mobile P(t) & funzione del tempo, cioe v = v(t).
Siano v(t) e v(t,) = v(t + At) le velocita del punto mobile P rispettivamente agli istanti t e t.

_ V-V V(t)-v(t) _v(t+AL)-v(E) Ay

Il rapporto :
PP "ot -t t, -t At At

rappresenta il rapporto incrementale della funzione v(t) relativo al tempo t ed
all'incremento At ed anche I'accelerazione scalare media del mobile P relativa all'intervallo
di tempo At. Per avere 'accelerazione scalare istantanea bisogna calcolare il seguente

limite: a(t)=v/(t)=3Y =0 _pim Y=Y iy VL) V() VIEEADVY AV

Cdt dt? uot t-t ot ot —t At-0 At A0 At
2 - -
a(t):v’(t):d_vz d’s =lim VitV =lim V(tl) V(t) =lim V(t+At) V(t) =lim ﬂ
dt dt? uot t,-t ot ot -t At—>0 At At>0 At

cioé: l'accelerazione scalare istantanea e la derivata prima della velocita rispetto al tempo oppure la
derivata seconda dell'ascissa curvilinea s rispetto al tempo.

<<Un punto materiale si muove lungo una traiettoria prestabilita con la seguente

legge oraria s(t)=3t’-5t+2 Calcolare la velocita e |'accelerazione all'istante

>>
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2 oy B
v(t)=Lim 3+AU —5(+ALH2-3+5-2
At—0 At

.3t +3(At) +6t-At-5t-5At+2-3t* +5-2 i 3(At) +6t-At—5At

=Lim(6t—-5+3At)

At—0 At At—0 At At—0
v(t)=6t-5
. b(t+At)-5-6t+5 .
a=lim ( ) =lim 6At:6
At—0 At At—>0 At

Derivata prima di alcune funzioni elementari

Nei paragrafi precedenti abbiamo introdotto la definizione di derivata prima e di essa abbiamo dato
una interpretazione geometrica ed una fisica.

Adesso calcoliamo la derivata prima di alcune funzioni elementari.

DK =0 k = costante Dk:Limk_k =0

h—0

Dx =1 Dx = LimXt =X _im1=1
h—0 h—0
Dx® =ax®"! vxeR", vaer—{0} DX"=nx""1  vxeR, vnez-{0]
Osservazione

0 se a>1
(Dx“)x:0= 1 sea=1
+0 se O0<al

avendo posto g =t ,h»>0< t->0

a-1

Dx* = Lim R(xh) = Lim x“’l-w - ax

h—0 h—0 t
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1 1_1 1 -1 1 1
pvx = Dx =Lt la oL D =
2 2 2+/x 2JX
D'n\/; = DXn = —X"n = n-1 = 1 DQ/_:
n nXT n%/xn’ nnxn-l
DYx™ = Dx" = My =M con x angolo misurato in radianti.
n nnxn-m

La dimostrazione di DX" = nx"™* con neZ—-{0} & identicaaquelladi Dx” con o eR-{0}

Dx" = Lim(x il hr)] X Lim{nxnl + (;j Xx"?h +----+(E)h”l} = nx"*!

h—0 h—0
N ny ny n
(x + h) :x“+(]x”1h+()x”2h2 +-~+(]h“—x”:
1 2 n
n n
nx"‘h + ( jx“2h2+---+( ]h“
2 n
Tenendo presente I'identita:

(Xn _ yn) _ (X _ y)(xn—l n Xn—2y 4L ox"3 y2+"'+Xyn_2 n yn—l)
1 2 3 n-1 n

possiamo scrivere:

(X +h - X)|:(X + h)n_l + (X + h)n_2X+"'+(X + h)x'”_2 + x”‘l}

Dx" = Lim =
h—0 h
_ n-1 + Xn—1 + Xn 1 +-.- +Xn 1 + Xn—l — an—l
3 n-1 n
Dsinx = cosx
con x angolo misurato in radianti. @)
sin(x+h)—sinx  sinx-cosh + sinh-cosx —sinx
R(X,h): = =
h h
: : sin— :
sinx(cosh —1)+sinhcosx o 2 sinh
= = —SiNX Sin— ——=+C0SX: ——
h 2 h h
2

Lsinp — sing :Zsinpz_qcos|0+q

2
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. h
sin— .
Dsinx = LimR(x,h) = -sinx- Limsinh-—2 + Limcosx-ﬂ = COS X
h—>0 h, 2 h h—>0 h
2 2
Altra dimostrazione
2C0s 2x + sin sin h
sin(x + h) — sinx 5 P
R(X,h)= ( ) = 2 2:(;03 X+E_2
h h 2 D
2

sin—
Dsinx = Limcos(x + —)—2 = COSX
h 2 h

—~50 _
2 2
Dcosx = -sinx con x angolo misurato in radianti. (%)
R(x,h)= cos(x+h)—cosx _ cosx-cosh +sinh-sinx—cosx _ —cosx(cosh—1)+sinh-cosx _
’ h h h
sinh
_ : 2 . sinh
= —COSX Sin———2%—sinx- ——
h h
2
. h
i sinh
Dcosx = LimR(x,h) = —cosx Limsin———% — sinxLim—— = —sinx
h—0 h o 2 D h—0
2 2
Altra dimostrazione
23in2x hl hsm sin h
cos(x + h) — cosx ~ 2 . 2
R(x,h) = (x + 1) = 2 2 = _sin x+D 2
h h 2) h
2
_h
hySin
Dcosx =Lim —sin(x +—j—2 =-8inx
[ 2) h
? 2
1 2
Digx=———=1+1g"x
cos” X

sinacosf = %sin(a + B) + %sin(a - B) = sin(x + h)cosx = %sin(zx + h) + %sinh

P-qg, P+

2c0osp — cosq = —2sin
p q > 5
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sinxcos(x + h) = %sin(Zx + h) + %sin(—x) = %sin(Zx + h) - 1sinx

R(h) = tg(x + h) — tgx _ sin(x + h)cosx — sinxcos(x + h) _ 1 sinh
. h - hcosxcos(x + h) - cosxcos(x + h) h
. 1 sinh 1
Digx = IELTcosxcos(x + h)' h — cos?x

Altra dimostrazione

. 2 2
tg(x N h)—tgx _ 1gx +tgh th:tgx+tgh tgx + tg°xtgh _ tah. 1+ tg“x
1 - tgxtgh 1 — tgxtgh 1 — tgxtgh

_ 2
Digx = Limi-tg(x +h) - tgx _ Limtgh- 1+ tg°x

nso h 1 —tgxtgh hso h 1 —tgxtgh

=1+ tg°x

sinxcos(x + h) — cosxsin(x + h) _

cotg(x + h) — cotgx = sinxsin(x + h)

;sin(ZX +h) - 1s.inh - 1sin(2x +h) - 1sinh

- 2 2 M _sinh
sinxsin(x + h) sinxsin(x + h)
Dcotgx = —Limsmh- - _1 = .12
hso N smxsm(x + h) sin® x

Altra dimostrazione

cotg(x + h) — cotgx = cotgxcotgh -1 _ cotgx =
cotgx + cotgh
_cotgxcotgh — 1 — cotg®x — cotgxcotgh _ -1 — cotg®x
cotgx + cotgh cotgx + cotgh
1 _ 2
Dcotgx = Lim 1-cotg’x _ —(1 + cotgzx)Lim tgh = —(1 + cotgzx)
hso h(cotgx + cotgh) nso h(tghcotgx + 1)
ax+h _ ax a‘h
Da*=a‘lna Da* = Lim———=Lima* = a’lna= a=e = De‘=¢"
h—0 h—0
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1 1
Dlog, x = =log_ e =
a X xlna
. . : : 1
Dimostriamo innanzitutto che: log e = —
2 Ina
1 1
log,e =x=>e=Ina"=Ine = xlna=1= x=-— = log,e = —
Ina Ina

h h ™ h

:t,h—>0<:>t—>oo,ﬂz

R(h) = log,(x + h) — log, x _ Elog x+h _ %Ioga(l N 2)
1
t

X t
R(x,h) = %-%-Ioga(l + gj = %-Ioga(l + g)h = %-Ioga(l + %)

t t
Dlog, x = Lim— Iog (1 + —j = le—log ( %j = %Ioga Lim(l + %) ) %Iogae

h—s0 t»>0 X t—oowo
a=e = Dinx = = Dlog, || = ! Dln\x\:l
X xIna X
B log,(—x) se x <0 ~ 1 1
log, x| = {Iogax se x>0 Dlog, (=) = (—x)InaD(_ ) = xIna
_f(x) 1 _ (%) _ ()
Dlog,|f (x)| = () ina Dloglf (x)| = o DIf (x)] = ol #(x)
X -1
|X —1| _ X X +1 . 2
|x +1| x -1 (x+1)2
X +1
H(x)‘2 = [f(x)] Derivando ambo i membri otteniamo
Ifi] = 2100100 o] = [0 g H e T
| (x) |f(x) 1 se f(x)
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Regole di derivazione
Derivata della sommma algebrica di due o piu funzioni

La derivata della somma algebrica di un numero finito di funzioni & uguale alla
somma algebrica delle derivate delle singole funzioni.

DIf (x) = g(x)] = f'(x) = g'(x)

DI (x) + g(x)] = fim X =00, —t(x) £ g'(x)

h—0 h h—0

D(x®—x*+5x+2)=8x"-4x’+10x , D(sinx+cosx)=cosx —sinx
Derivata del prodotto di due o piu funzioni
La derivata del prodotto di due funzioni é uguale al prodotto della derivata della
prima funzione per la seconda piu il prodotto della prima funzione per la derivata
della seconda. Df (x)g(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

D f (x)g(x) = lim f(x+h)g(x+h)-f(x)g(x) _

h—0 h

= iim f(x+h)g(x+h)—g(x+h)f(x)+g(x+h)f(x)-f(x)g(x) _

h—0 h

_ im{f(x+hg— f(x)g(x+h)+ f(X)g(x+hr2—g(x) _

h—0

_ |im{f(x+hr3_f(X)]Iimg(x+h)+!]iggf(x)-limg(x+hg_g(x)=f’(x)g(x)+ f(x)g'()

h—0 h—0 h—0
Dsin Xcos X = cosX-COS X + SinX-(—sin x) = cos” x — sin® x = cos 2x
Nel caso in cui risulta g(x) = k otteniamo: DKf (x) = kDf(x) = kf'(x)

cioé una costante moltiplicativa puo essere portata fuori dal simbolo di derivata.

La regola ricavata per il prodotto di due funzioni puo essere estesa al prodotto di un numero finito
di funzioni. Df(x)g(x)h(x) =f'(x)g(x)h(x) + g'(x)f (x)h(x) + h'(x)f (x)g(x)

cioe la derivata del prodotto di tre (n) funzioni € uguale alla somma di 3 (n)
addendi ciascuno dei quali é il prodotto di due ( n-1) delle date funzioni per la

derivata della funzione rimanente.
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Derivata della potenza ennesima di una funzione
D[f)]" = n-[f)]"" - F(x)

2
Dcos®x = 3cos? xDcosx = —3sinx-cos’X , DIn®x = (3In2 x)-(ij _ 8In°x
X X
D[f (0" = DF()- £ (0 F () F (- T ()] _
1 2 3 n-1 n

_ OO0 + £ 00 [EOO]T et £1O0[FOO]T D [F0OT - ()
1 2 n

tale formulae validase neZ ed f(x) = 0,évalidaseneR ed f(x) >0

) _ L F
o) ()

(( =n[f(x)]" (%)

y=[fX)]" = Iny=nhfx =
y'(x) = D[f()]" = n-y(x)-

Derivata del quoziente di due funzioni

o f (%) _ F(x)g(x)-f(x)g'(x)

g(x) [g(x)]2
f(x+h) f(x)
b f(x):"m g(x+h) g(x) _lim f(x+h)g(x)—g(x+h)f(x) _
g(x) h-o h h—0 hg(x + h)g(x)
- lim 1 f (x+h)g(x)-f(x)g(x)+f(x)g(x)-g(x+h)f(x) _
h=0 g (x+h)g(x) h
- Lim 1 Lim f (x+h)—f(x) O f (x g(x+h)-g(x) :f’(x)g(x)—f(x)g'(x)
gy a1y SR o]
Plgx = Dz:)r;):( - Coszcj(o;jnzx - coizx —lrigix
cong -0 I cn g

Derivata dell'inverso di una funzione
_ ’X
ot - 9

g(x) [g(x)]2

Si ottiene ponendo nella formula precedente f(x)=1 , f'(x)=0
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Altra dimostrazione

1 1
1 img(x+h)_ g(x) _ img(x) - g(x+h):
Dg(x) - %—)0 h ILo hg(x + h)g(x)
B S I B0 QL0
ILO g(x + h)g(x) ILO h [g(x)r

09 bl - L b s fapto= F) - fX)g(x)
D D[f() } g(x)Df() f()Dg(X) 0 [o]

D - -1 D 1 -2x
X T T x & ' 2~ 2\2
e e e 1+ x (1 L oX )
1 sin x 1 —COSX
Dsecx = D = —— = tgxsecx , Dcosecx = D—— = ——— = CcOt g XCOSeCX
COSX  COS" X sinx  sin“Xx

Teorema di derivazione delle funzioni composte

Le funzioni univoche f:x—z , g:z—Yy , che possono essere indicate anche con i seguenti
simboli: y = g(z) , z = f(x) individuano la funzione composta
y=go f=g[f(x)]=F(x).
f g
<Y SO
go f
TEOREMA

Se g é derivabile rispetto az ed f e derivabile rispetto ad x, allora la funzione composta

y = gof = g[f(x)] = F(x)é derivabile rispetto ad x e la sua derivata & uguale al prodotto
delle derivate delle funzioni componenti.

Precisamente la derivata di y (cioé di F) rispetto ad x é uguale al prodotto della
derivata di g rispetto a z per la derivata di f rispetto ad x.

- dg dz

In simboli abbiamo :  y'(x) = F'(x) = ¢'(z)-f'(x) = PR
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Dimostrazione

Quando la variabile indipendente passa dal valore x al valore x + h , la funzione f passa dal valore

= f(x) al valore z, = f(x + h) , mentre la funzione composta go f = F passa dal valore
F(x) = g[f(x)] al valore F(x + h) = g[f(x + h)].

Ponendo k = f(x + h) — f(x) ricaviamo: f(x + h)= f(x)+k =z +k

Ricordando che f(x) , essendo derivabile & anche continua, ricaviamo :

Limf(x + h) = f(x)

h—0

e quindi : Lim[f(x + h) - f(x)] = Limk = 0 cioé: h—>0 = k—0
h—0 h—s0
Fx) = Lim XN = P09 ol h)g — oLf (X))
h—0 h—0

i O = olf (x)] F(x + h) - f(x) _
h—0 f(X + h)— f(x) h

= Limg(Z + k) - g(Z)-Limf(x * hg — (4 = 9'(2)'f'(X)

k—0 h—0
Osservazione
Osservazione: La dimostrazione effettuata non ha carattere generale in quanto dobbiamo
supporre k = 0 Vh = 0 .La dimostrazione completa sara data successivamente.

Il teorema continua a sussistere anche quando le funzioni componenti sono piu di due.

Le funzioni univoche Yy = g , L= , U= x individuano la funzione composta

gopof = g{p[f(x)]} = F(x). Risulta: F’(x) = ¢'(z)-p'(u)-f'(x)

y = Insinx [y =1Inz, z = sinx] y'(x) = (DInu)-(Dsinx) = %-cosx = —" =cotgx
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Regola pratica
Nella pratica, per derivare una funzione composta, non é necessario individuare le funzioni

componenti per derivarle separatamente e poi moltiplicarle fra loro. Si puo procedere in base alla

seguente regola pratica. La derivata di una funzione composta é uguale alla
derivata della prima funzione (da sinistra verso destra) rispetto alla seconda
(considerata come variabile indipendente) per la derivata della seconda rispetto
alla terza (considerata come variabile indipendente) e cosi di seguito fino alla
derivata dell'ultima funzione componente rispetto alla variabile indipendente x.

1-cosx 1 1-cosx 1+cosx sinx(1+cosx)+sinx(l—-cosx) 2sinx 2
1+cosx 1-COsX ~1+cosx 1-cosx (1+ cosx)z sin®x  sinx
1+cos x

1 1 D(1+x*)
DI ( N 2):—-D( N 2): 1 =
TR X+ /14 X S e x+\/1+x2 [ " 2\/1+x2 J

_ 1 14 2x_|_ X + 41+ X° _ 1
x+\/l+x2 2\/1+x2 (x+,/1+x2).‘/1+xz \/1+X2

Abbiamo dimostrato che: f(x + h) = f(x) — h-f’(x) + ¢h con Lirrgg =0 , cioé con &

Din

infinitesimo per h—0 . Sapendo che:
k=f(x+h)— f(x)=h-f(x) + eh = h[f'(x) + ]
deduciamoche: h—»0 = k—0

a(z + k) = 9(z) + k-g'(z) + ke, con Limeg, =0

k—0

7 + k) — oz k[g'(z) + €] k[f'(x) + €l-[g'(z) + .| _ ., ,
l k) 9(z) _ g(z _ k[ ]-[g(z)+g]]-[f(x)+g]

Prendendo di ambo i membri il limite per h—0 ( ) otteniamo :
F'(x) = I;ir?[g’(z) + e[ [f(x) + €] = 9'(2)- f'(x)
\’ VNG \’
g'(z) 0 f(x) O

Derivata logaritmica

L'operazione di derivazione del logaritmo di una funzione e detta derivazione logaritmica.

Se f(x) € una data funzione positiva, la derivata del logaritmo di f(x) é data dalla seguente formula:
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Dinf(x) = )

che prende il nome di derivata logaritmica della funzione f(x). Quindi si chiama derivata

logaritmica di una funzione positiva f(x) la derivata del logaritmo naturale della funzione.
La formula precedente puo essere scritta anche nella seguente maniera:
f'(x) = f(x)-DInf(x)

Qualora f(x) non fosse ovunque positiva, allora dovremmo scrivere:

f’
Dinlf (x)| = f((:)) [*]
Una funzione avente la forma f(x) = [p(x)]g(x) [**] [p(X)>0]

dove la base e I'esponente sono entrambi funzioni della variabile indipendente x é detta funzione
composta esponenziale.

Possiamo derivare una simile funzione applicando la [*]. Troviamo:

£(x)=[p ()1 - DIn[p(x)1I°™ =[p ()" - DLg (x)- In p(x)1=[p(x)]*"’ -[9’(X)'n X+9(X)%

Ma la funzione [**] puo essere derivata anche in base alle seguenti considerazioni . Prendo il

logaritmo naturale di ambo i membri . In f(x) = In[p(x)]g(x) Inf(x) = g(x)Inp(x)

Derivo ambo i membri rispetto ad x: f(x) = g'(X)Inp(x) + g(x)

F(x) = PO [ g (x)np(x) + g(x)p’(X)} (]

Dx* = x*DInx* = x*(1 + Inx) Dx* = De™ = De*™ = e D(xInx) = x*(1 + Inx)

y=x*=Iny=xlnx = y'(x) =1+ Inx , y(x) =y +Inx) f/(x) =x*(1 + Inx)

y(x)
Osservazione

® La funzione f(x) = [p(x)]g(x) ¢ detta funzione esponenziale composta o

funzione potenza.

® Se, per derivare una funzione potenza , non vogliamo applicare direttamente la [***] , abbiamo
altre due possibilita:

1) si applica il metodo della derivata logaritmica
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2) si prende il logaritmo di ambo i membri e si deriva rispetto ad x sia il primo membro che il
secondo.

® E' conveniente applicare la derivata logaritmica o un metodo equivalente quando la funzione f(x)
da derivare ¢ il prodotto di due o piu funzioni. f(x) = 2°4/x* + 4sin*x

Prendo il logaritmo naturale di ambo i membri  Inf(x) = xIn2 + %In(x2 + 4) + 2Insinx

: : - fr
Derivo ambo i membri rispetto ad x: () = In2 + — X 2cotgx
f(x) X* + 4

f'(x) = 2°yx* + 4sin2x[ln2 + Z)i 2 + Zcotng
X
® Usando la derivata logaritmica possiamo dimostrare che: Dx" = nx

y'(x) _n

x>0=>y=Xx"=Iny=Inx"=Iny =nnx => /2% = —

y(x)  x

n-1

n-1

e S 00| VAN SR
e y=Ux =x" ,Iny = =Inx , y¥) —:y(x)_nx_nnl_nxn_1
X
. y'(x) COSX

= cosx-Insinx — sinx-——
y(x) sinx

® y =(sinx)™ [sinx>0] Insinx = sinx-Insinx

si

y'(x) = (sinx)""[cosx(L + Insinx)]

° y:<x3+1) oI +1>0] Iny:(xz—l)ln(x3+1) ,

y(x) _ xIn(x® — 1) + (x* - 3"
y(x)_zl( 1) + ( 1))(3+1

2 2 2
y'(x) = (¢ + 1)X ! 2xIn(x® - 1) + 3XX£X+11)
Funzioni invertibili

Siay = f(x) una funzione univoca definita e continua nell'intervallo limitato e chiuso

[a,b]. Questo significa che ad ogni xe[a,b] corrisponde wuna sola immagine

Pagina 28 di 37



Unita Didattica N® 26  Derivata prima di una funzione

y = f(x) ecodmf = [m,M]. Secondo i canoni della matematica moderna una simile funzione
viene indicata nella seguente maniera: f:[a,b] ——[m, M]
(e si legge: f € una funzione di [a,b] in [m,M] ) oppure:

f:x e[a,b] —>y = f(x)e[m,M]
(e si legge: f e la funzione che all’elemento x dell'intervallo [a,b] associa
I'elemento y = f(x) dell'intervallo [m, M], dove f(x) & I'immagine dell'elemento x tramite
la funzione f, y = f(X) & I'equazione cartesiana del grafico G(f) della funzione f. In generale, una
funzione univoca f non definisce una funzione inversa f™, in quanto ad ogni immagine
f (x) ecodomf corrispondono piu controimmagini x €[a,b]. Se y é il grafico della funzione f
osserviamo dalla figura [2] che al valore x, €[a,b] corrisponde un solo valore y,ecodom f , mentre
al valore y ecodomf corrispondono i valori x,,x,,X, €[a,b]. Vediamo se, ed a quali condizioni,
una funzione univoca f(x) e invertibile. Una funzione ¢ invertibile solo se essa e una

corrispondenza biunivoca. Questo si verifica sicuramente se f & una funzione

strettamente monotona, cioé se é strettamente crescente o strettamente decrescente.

TEOREMA

Una funzione f(X) continua e strettamente monotona (cioé strettamente crescente

o strettamente decrescente) in [a,b] e ivi invertibile.

La funzione inversa f* &, a sua volta, strettamente monotona (cioé strettamente crescente o
strettamente decrescente). Infatti, se f(x) ¢ strettamente monotona (vedere le figure [2] e [3])
ad ogni valore di x e[a,b] corrisponde un solo valore di y,ecodomf, mentre ad ogni valore di
y €[m,M] corrisponde un solo valore di xeg[a,b], cioé la funzione f definisce una
corrispondenza biunivoca tra gli insiemi [a,b] ed [m,M].

Diciamo anche che l'insieme [a,b] & in corrispondenza biunivoca con l'insieme [m, M]
tramite f. Se la funzione f non e strettamente monotona in [a,b] esistono sempre
intervalli parziali [c,d] contenuti in [a,b] dove f é strettamente monotona.

Si dice che la funzione f é localmente invertibile in [c,d].
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Yo

simbolo: x = fi(y) = g(y) [00]

0, utilizzando il simbolismo della matematica moderna,
fiye[m,M] — x = f*(y) = g(y)ela,b]
La [(007] si ottiene risolvendo I'equazione [[1] rispetto alla variabile x, e viceversa.

Risulta : dom f* = codom f codomf? = dom f
K= F(y) = FIF(X) y = 1(0) = 11 (y)]

ciogé i simboli di due funzioni una inversa dell'alta si cancellano mutuamente.
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Le due seguenti funzioni y = f(X), x = f _1(y) = g(y) , una inversa dell'altra, hanno lo stesso grafico. Se
nell'equazione [[J[J] scambiamo la x con la y e la 'y con la x otteniamo la funzione y = f’l(x). Si tratta sempre
della funzione inversa della funzione y = f(X) ma, questa volta, il grafico della funzione f(X) non coincide
col grafico della funzione f ’1(X) .

Tuttavia esiste una relazione semplice tra i diagrammi delle funzioni una inversa dellaltra Yy = f(X) ed
y =f _1(X) . Essisono sSimmetrici tra loro rispetto alla bisettrice fondamentale degli assi cartesiani.
Infatti, lo scambio nell'equazione X = f ’l(y) della x con la'y e della y con la x fa passare dal punto P(X, y) al
punto P'(y,x) del diagramma della funzione y = f’l(x).

Poiché i punti P(x,y)  P'(y,x) sono simmetrici rispetto alla bisettrice del 1 e Ill quadrante
possiamo concludere affermando che il grafico della funzione f‘l(x) si ottiene dal grafico della
funzione f (x) mediante una simmetria rispetto alla bisettrice fondamentale degli assi cartesiani.

y = x> & una funzione continua e strettamente crescente VxeR. Essa &
invertibile e la sua funzione inversa ¢ x = %/y Queste due funzioni hanno lo stesso grafico. Le

due seguenti funzioni y = x> e y = /x sono una inversa dell'altra ma non hanno lo stesso

grafico. Il grafico della prima funzione & simmetrico del grafico della seconda funzione rispetto alla

bisettrice fondamentale degli assi cartesiani.

y = 10" ¢ una funzione continua e strettamente crescente VxcR. Essa &
invertibile e la sua funzione inversaé x = logy . Queste due funzioni hanno lo stesso grafico.

Le due seguenti funzioni y = 10" ed y = logx sono una inversa dell'altra ma non hanno lo stesso
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grafico . Il grafico della prima funzione & simmetrico del grafico della seconda funzione rispetto alla

bisettrice fondamentale degli assi cartesiani.
y y = 10" y=x

y = x* 2una funzione continua V x eR. Essa & strettamente crescente nell'intervallo
[0+c[ dove ¢ localmente invertibile e la sua funzione inversa & x = .y, &

strettamente decrescente nell'intervallo ]—0,0] dove e localmente invertibile e la sua

funzione inversaé x = —fy

Funzioni inverse delle funzioni circolari ovvero le funzioni goniometriche inverse

e La funzione X = SINY é strettamente crescente nell'intervallo [—E,E} e quindi & ivi localmente

invertibile. La funzione inversadi X = Siny ¢ indicata col simbolo: 'y = arcsinx

domsiny = {gg} codomsiny = [-1,1]
domarcsinx = [-1,1] codomarcsinx = _Zﬁ Darcsinx = ——
22 1-x%°
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2 y=arcsinx
n/2
yl
1 = arcsen x
vl e y
2
5 ? : 3 X 5
A :
i >
_1; (o X
T
"""""" 1Y

e La funzione x = cosy é strettamente decrescente nell'intervallo [072'] e quindi € ivi

localmente invertibile. La funzione inversa di x = cosy € indicata col simbolo: y = arccos x

domcosy = [0, 7] codomcosy = [-11]
domarccosx = [-1,1] codomarccosx = [0, 7]
-1
Darccosx = ———
1-x°
A4
y=arccosx
””””””””””” 3 1 T
v 2
/2
y = arccos x
‘I_.
-5 i % 1 5 X o S s

e Lafunzione x = tgy é strettamente crescente nell'intervallo ]—%,%[ e quindi e ivi localmente
invertibile . La funzione inversa della funzione x = tgy € indicata col simbolo y = arctgx

domtgy = ]—%,%[ codomtgy = ]—o0,+o0[

Pagina 33 di 37



Unita Didattica N® 26  Derivata prima di una funzione

domarctgx = ]—o0,4o00[ codomarctg x = }_%%{
Darctgx =
¢ 1+ X2
Lim arctg x :—% Lim arctgx :+§

y=arctgx y=g/2

-

(-]

-9

[=r) 4
rls

)'/ = arctg x
0 X

Ni;l'

e La funzione x = cotgy é strettamente crescente nell'intervallo 10, z[ e quindi e ivi localmente

invertibile . La funzione inversa della funzione x = cotgy é indicata col simbolo

y = arccotg X
domcotgy = 10,7 codomcotgy = ]—o0,400[
domarccotg x = ]—oo,+oo[ codomarccotgx = [0, 7|
Darccotgx = — -
g T
Limarccotgx = Limarccotgx =0
1 y=arccotgx
y= T

3.

\ :
2
w2 =
; y = arcc@\'\
i JT
] b A
..... . >

==
v
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Derivata della funzione inversa

Sia x = f’l(y) la funzione inversa della funzione y = f(x) continua e strettamente monotona in
[a,b] dove ammette derivata prima diversa da zero. Si dimostra che la derivata della funzione

inversa di una data funzione é uguale al reciproco della derivata della funzione data, cioe:
1
f'(x)

Dimostrazione

DI(y) =

ffy) =% . fy)=x ., v=1>Ffkx) ., y=1fX ., x->xey->y
) . (y) - () i X, — X . 1 1
Df*(y) = Lim L = Lim——2—"——=Lim =
(¥) . V. —y aox T(4) = F(X)  wox T(x) = F(¥)  f/(x)
X, — X

La relazione che intercorre fra le derivate di due funzioni una inversa dell'altra & suscettibile di una

immediata interpretazione geometrica. Noi sappiamo che le funzioni y = f(x) ed x = f’l(y)
ammettono lo stesso grafico y. Sia P[x, f(x)] un punto qualsiasi di y e t la retta tangente a y in
P[x, f (x)] . Se x & la variabile indipendente risulta:

m,=tg 9= f'(x) = coefficiente angolare della retta tangente ay nel punto di ascissa
X

9 = angolo di cui deve ruotare in senso antiorario la direzione positiva dell'asse

delle ascisse per sovrapporsi a t.
S y élavariabile indipendente risulta:

m = tgpB = Df(y) = coefficiente angolare della retta tangente avy nel punto di

ordinata y

B = angolo formato dal semiasse positivo delle y con la tangente t

,3+9=£:>ﬁ:§—8:>tgﬂ:tg(§—8):tgﬁ:cotgﬂ: =

2 g9

APPLICAZIONI

Darcsinx = ! —1l<x<1
1-x°

Pagina 35 di 37



Unita Didattica N® 26  Derivata prima di una funzione

y = arcsinx é lafunzione inversa della funzione x = siny considerata nell'intervallo {—%g} :
Darcsinx = 1 1 ! = ! Darcsinf(x)=&
Dsiny  cosy \/1 — sin’y \/1 — X 1_[]: (X)]2
-1< f(x)<1
Darccosx = 1 ~1<x<1 Darccosf(x):;(x) -1<f (x)<1

2 2
Lox 1-[f(x)]
y = arccosx € lafunzione inversa della funzione x = cosy considerata nell'intervallo [0, 7] .

-1 1 -1 -1

Darccosx = = — = =

Dcosy  siny \/1 — cos’y \/1 — x?

Darctgx = ! . Darctgf(x):L)2
1+X 1+ f(x)]

y = arctgx é la funzione inversa della funzione x =tgy considerata nell'intervallo }—gg[ .

-1 -1 Darccotgx = : =

Dcotgy:1+cotgzy:1+ x? + X

Darccotg x = 2

y = arccotgx e la funzione inversa della funzione x = cotgy considerata nell'intervallo 10, 7] .

1)
[ (]

<<Data la funzione y = f(x) = x* —3x + 2 vedere se ¢ invertibile, ed in caso affermativo

-1 -1

- = Darccotg f (x) =
Dcotgy 1+cotg’y 1+x° 91 ()

Darccot gx=

calcolare la derivata prima della funzione inversa f ~'(y) nel punto y=2>>

fr(x) =3¢ -3=3x-1) , f(x)=0 = x¥-1=0 x==1

-1 1
> X
+ _ +
O O (%)

La funzione data € strettamente crescente ( decrescente) negli intervalli J—oo,—1 , ]l4o0[
{ 1-11 } e quindi invertibile in ciascuno di essi .

y=2 = x3—3x+2:2,x3—3x=0,x(x2—3) —~x=0, X =+ 3
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—V3 el-o-1 ,0 e]-11 , /3 € L+

Inverto la funzione nell'intervallo ]-1,1[ ,y =2 < x=0

Osservazione
Se dimostriamo che la funzione f(x) é invertibile nell'intervallo [a,b] non é detto che siamo in

grado di determinare I'espressione analitica della funzione inversa, pur sapendo calcolare la derivata

prima in tutti i punti dell'intervallo dove essa é invertibile.

<<Verificare che la funzione y = f(x) = 6x + sin2x & invertibile in R . Calcolare,
. . . . o T
poi, la derivata della funzione inversa nel punto y corrispondente ad x = 5 >>

f'(x) =6 + 2cos2x , -1<cos2x <1 = f'(x) >0 V x eR
Questo significa che f(x) e strettamente crescente in R e, quindi, ivi invertibile .

111
f,(ﬂj 6 + 2cosz 4
2

y=f(§j=6§+5inﬂ'=3ﬂ' , £737) =

In questo caso non e possibile ricavare I'espressione analitica della funzione inversa .
<< Dimostrare che la funzione f(x) = 2x + cosx & invertibile su tutto R e, detta
x = g(y) = f(y) funzione inversa, calcolare g'(z) = f*(z) >>
f/(x) =2 - sinx ,-1<sinx<1 = f(x)>0V xeR
Questo significa che f(x) e strettamente crescente in R e, quindi, ivi invertibile .

11
f(x) 2 - sinx

g'(y) = g'[f(x)] = Df¥(y) =

r , .
ﬂ'zf(X) = 7Z'=2X+COSX:>X:E g(ﬂ)ZDfl(ﬂ)ZWZJ.
2

Pagina 37 di 37



	Definizione di derivata prima di una funzione
	,       [dovuto  a   LAGRANGE   nel   1798]

	ESEMPI
	OSSERVAZIONE
	La continuità nei confronti della derivabilità
	Derivate successive o di ordine superiore
	Significato geometrico di derivata prima
	Angolo di due curve
	Discontinuità della derivata prima
	Ricerca dei punti  dove la funzione è continua ma non derivabile
	Interpretazione cinematica della derivata prima e della derivata seconda
	Derivata prima di alcune funzioni elementari
	Altra dimostrazione
	Altra dimostrazione
	Regole di derivazione
	Derivata della somma algebrica di due o più funzioni

	Derivata della potenza ennesima di una funzione
	Derivata del quoziente di due funzioni
	Derivata dell'inverso di una funzione
	Teorema di derivazione delle funzioni composte
	Regola pratica
	Derivata logaritmica
	Funzioni invertibili
	Funzioni inverse delle funzioni circolari ovvero le funzioni goniometriche inverse
	Derivata della funzione inversa
	Dimostrazione

	APPLICAZIONI



