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Teorema di Rolle
Se la funzione f(x) é:

1) continua in un intervallo limitato e chiuso [a,b]
2) derivabile in un intervallo limitato e aperto |a,b]
3) assume valori uguali agli estremi dell'intervallo, allora esiste almeno un punto x, e]a;b[

per il quale risulta: f'(x,) =0
In simboli abbiamo:

Lim f(x+h) = f(x) V xe[a,b]

Hp 1 f'(x) esiste finita v xelab[ Th{3xelab[:f'(x)=0
f(a) = f(b)

DimostrazionegiMEEES
Se f(x) e costante, cioé se f(x)=f(a)=f(b) Vxe[a,b], allora la sua derivata prima &
nulla in tutto l'intervallo [a,b]. f'(x)=0 Vxe]a,b[

aay

3--.

2 o | Vxcfa,b]  fx)=0

-

_1"

BIlagle Y ig=VAle]gls: 2° caso

Se f(x) non & costante, per il teorema di Weierstrass, esistono il minimo assoluto m, ed il

massimo assoluto M in [a,b] ed almeno uno di essi & diverso da f(a) = f(b).
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Supponiamo che si tratti di M. Allora, per la continuita della funzione f(x), e possibile trovare

almeno un valore x = x, €]a,b[ tale che sia M =f(x)="F(x). (X,=X,)

Questo significa che: f(x)<f(x) Vxela,b]

. . f(x
Il rapporto incrementale della funzione f nel punto x, vale: =

mentre la derivata prima della funzione f nel punto x, vale: f’(xl) = Lim
X=X X =X

Il rapporto incrementale destro della funzione f nel punto x; & non positivo in quanto

h>0 = f();):fxfxi)_f(x);f(xl)go se  xe[x,b[

mentre il rapporto incrementale sinistro della funzione f nel punto x, e non negativo in quanto

h<0 = f(x)_f(xi)=f(x)_f(xi)
X — X, h

>0 se xe[ax|
Poiche, per ipotesi la funzione e derivabile nel punto xle]a,b[ possiamo affermare che la derivata

sinistra e la destra debbono coincidere, cioe deve essere: f'(x )=f'(x)=f'(x).

Adesso ci calcoliamo la derivata prima sinistra e quella destra e imponiamo che esse siano uguali,

in quanto per ipotesi la funzione é derivabile nel punto x, .

fr(x) :xLlT_WZO £/(x) = gmwgo

La derivata sinistra coincide con la derivata destra solo se:  f'(x )= f'(x )= f/(x)=0
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vt f(xl):o

M

OO (O

a F@=F(b) 5

» X
o a X, X X1 X b

Analoghe conclusioni si ottengono se il punto x, interno all'intervallo [a,b] € un punto di minimo

assoluto.

ESEMPI

Stabilire nei seguenti casi, se la funzione f(x), nell'intervallo accanto indicato, verifica le ipotesi
del teorema di Rolle, ed in caso affermativo calcolare i corrispondenti punti di Rolle.

e f(x)=|x [-11

1) f(-1) = f(1) =1 2) f(x) écontinua Vxe[-11] 3) f(x) non & derivabile nel punto
x =0 €]-11 in quantorisulta : f'(0-) = -1, f'(0+) =1

La funzione proposta , poiché verifica solo due delle tre ipotesi yt

del teorema di Rolle, non ammette nell'intervallo [-1,1] alcun f(x) = \x\

punto X, in cui si annulla la derivata prima . Questo significa e e :

che la funzione proposta non ammette alcun punto di Rolle .

o f(x) = (x* -1 [-1Y
1) f(-1) = f(1) =1 2) f(x) & continua Vxe[-11] 3) f(x) & derivabile Vxe]-11]

-4 -
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f(x) non e derivabile negli estremi dell'intervallo [-1,1] in quanto risulta: f'(-1) = f'(1) = o

f'(x) . S = f'(0)=0= x, = 0 (puntodiRolle)
R/x* -1

Infatti il teorema di Rolle richiede la derivabilita soltanto all'interno dell'intervallo [a,b], ma
non agli estremi, dove la funzione puo non essere derivabile.
Provare la validita del teorema di Rolle per la funzione f(x) = Insinx nell'intervallo [%%7[}

f(a) = f(f) “InsinZ = InZ = —In2 , f(b) = f(Eﬂj ~Insin27z = In: = ~In2
6 6 2 6 6 2

f(a) = f(b) , f(x) & continua in [%%7{' , f'(x) & continua in }%%n[ e quindi f(x) & ivi
derivabile . E' cosi provata la validita del teorema di Rolle.

Il teorema di Rolle ha [a seguente interpretazione geometrica :

<< Se risultano uguali le ordinate dei punti A[a,f(a)] e B[b,f(b)] del grafico della

funzione f(x) continua in [a,b], se tale grafico & dotato di tangente in ogni
punto € xe]a,b[, allora esiste almeno un punto P[x,;f(x,)] dell'arco di curva AB

distinto da A e da B, in cui la tangente & parallela all'asse delle ascisse
(tangente orizzontale).>>
Per semplicita di esposizione possiamo chiamare punti di Rolle i punti x, e]a,b[ che

verificano le ipotesi del teorema di Rolle.

Questo ci consente di affermare che la retta tangente al grafico della funzione f in un punto di

Rolle é parallela all'asse delle ascisse.
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a F@=F(b) 5

» X

Interpretazione geometrica del teorema di Rolle

Teorema di Lagrange
Se la funzione f(x) é:

1) continua in tutti i punti di un intervallo limitato e chiuso [a,b]

2) derivabile in tutti i punti interni dell'intervallo ]a,b[ allora esiste almeno un punto x, <]a,b[

tale che sia: w =f'(x,) cioe f(b)-f(a)=(b-a)f'(x,)

In simboli abbiamo:

Hp{H‘J f(x+h)=f(x) V x€[ab]
f'(x) esiste finita V xe]a,b]

Th {3 X, € |a,b[: M = f'(x,)

DIMOSTRAZIONE
Considero la funzione ausiliaria g(x) cosi definita:

0% = £ - 1(a) - T x -

b - a

La funzione g(x) verifica le ipotesi del teorema di Rolle in quanto:
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1) é continua Vxeg[a,b] 2) é derivabile V x €]a,b[ 3) assume valori uguali agli

estremi dell'intervallo [a,b] in quanto risulta g(a) = g(b) = 0.

Quindi per il teorema di Rolle 3x, Ja,b[:g'(x,) =0 , g'(x) = f'(x) - w =

9'(x,) = f'(x,) - —f(tk))) - fa(a) ,9'(x,) =0 = f/(x,) - fb) = Tla) (Z) - fa(a) =0 =

flb) - f(a) _ f(x,) con x, eJab[ f(b) - f(a) = (b —a) f'(x,)
Il teorema di Lagrange ha la seguente interpretazione geometrica:

«Se il diagramma della funzione f(x), continua Vxe[a,b], ammette tangente in
ogni punto di ascissa xe[a,b], allora esiste almeno un punto Pgy[xq,f(xo)] dell'arco
di curva AB distinto dai punti A[a; f(a)] e B[b;f(b)] nel quale la tangente risulta
parallela alla corda AB>>

Se chiamiamo punti di Lagrange i punti x, ]a,b[ che verificano le ipotesi del teorema

di Lagrange, allora la sua interpretazione geometrica pud essere sinteticamente formulata

affermando che la retta tangente al grafico della funzione f in un punto di Lagrange é parallela alla
retta AB.

. f f(a
Infatti: m _ =tgor=—————= ,m="f'(x)=—"——— ,mg=m =t// AB
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» X

Osservazione: Il teorema di Lagrange puo essere scritto nella seguente forma:
f(b)-f(a)=(b-a)-f'(x,) con a<x, <b

cioe I'incremento di una funzione derivabile in un intervallo limitato e chiuso &

uguale al prodotto dell'incremento della variabile indipendente per la derivata

ella funzione in un opportuno punto interno all'intervallo.
della funzione in un tun nto interno all'int ]

<< Provare la validita del teorema di Lagrange per la funzione f(x) = Inx nell'intervallo [1,e] >>.
f(x) e continua nell'intervallo limitato e chiuso [1,e] , f’(x) _1 e continua nell'intervallo
X

limitato e chiuso [1,e] e quindi f(x) e ivi derivabile. Abbiamo cosi dimostrato la validita del

teorema di Lagrange . Se vogliamo trovare i punti di Lagrange dobbiamo applicare la

seguente formula: f'(xo):w : %:w ,Xi: - L 1% —e-1.

0o 0

® Stabilire nei seguenti casi se la funzione f(x) , nell'intervallo a fianco indicato, verifica le
ipotesi di Lagrange , ed in caso affermativo calcolare i corrispondenti punti di Lagrange.

-8-
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1) f(x)=x*-6x+9 [36] fr(x) =2x - 6
e f(x) écontinua Vxe[36] e f(x) éderivabile Vxe]3,6]

La funzione proposta verifica le ipotesi del teorema di Lagrange. f(6) =9 , f(3) =0,

fr(x,) = 2%, — 6 ,f’(xQ:W : 2xo—6=%=3

2) f(x)=-x*+4, [-2,1] , f'(x) = -2x , f(x) & continua e derivabile in [-2,1] e pertanto

verifica le ipotesi del teorema di Lagrange. Risulta :

f(-2) =0, f(1) =3, f(x)=-2x ,3=3-X%) , % =-=
Corollari del teorema di Lagrange

COROLLARIO N°1

Se la funzione f(x) € continua in un intervallo limitato e chiuso [a,b] ed ha derivata prima

nulla in tutti i punti interni ad [a,b], allora essa é costante in tutto I'intervallo [a,b].

Lim f(x + h) = f(x) v x €[a,b]
Hp B Th | f(x) = costante V x¢[a,b]
Lim FX +hh) O _ fix) =0 vxelakl 1t

DIMOSTRAZIONE

a X X b

0

Per il teorema di Lagrange, applicato alla funzione f(x) nell'intervallo [a,x] con Vx¢g[a,b] ,
posso scrivere: f(x) — f(a) = (x — a)-f'(x,) Vxe[a,b].

Poiché f'(x) =0 = f’(x,) = 0 otteniamo: f(x) = f(a) Vxe[a,b] =

f(x) = costante  Vxe[a,b]
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COROLLARIO N° 2
Due funzioni f(x) e g(x) derivabili ed aventi la stessa derivata prima in tutti i

punti interni all'intervallo limitato e chiuso [a,b] differiscono fra loro per una
costante additiva.
Hp {f'(x) = g'(x) Vxelabl Th {f(x) - g(x) = costante Vxea,b]
DIMOSTRAZIONE
Considero la funzione ausiliaria d(x) = f(x) — g(x) , d’(x) = f'(x) — g'(x) = 0 V x eJa,b[
Per il corollario N° 1 avremo : d(x) = costante V x [a,b]
COROLLARIO N° 3
Se f(x) e continua nell'intervallo limitato e chiuso [a,b], derivabile nell'intervallo limitato ed
aperto Ja,b[, se & f(x)>0 [f(x) <0 ] Vxelab[, allora f(x) & strettamente

crescente (decrescente) in [a,b].

Lim f(x+h)=f(x) V xela,b]

Hp<f'(x) esiste finita Vv xe]a,b[ Th

{f(xz) > f(x) per X, > X Vx,x, €a,b]
f/(x) >0[f'(x) <0] V xe]a,b| |

f(x,) < f(x) per x, > x Vx,x ea,b]|

DIMOSTRAZIONE

Siano x, ed x, > x, due punti qualsiasi dell'intervallo [a,b] .

v
X

.
a Xy Xo X, b

Per il teorema di Lagrange, applicato alla funzione f(x) nell'intervallo [xl,xz] ,possiamo scrivere :

f(Xz) - f(Xl) — f'(xo) con X0 e]xl’XZ[
X, — %

)>0 = fle) = F(x) >0 = f(x,) > f(x) per x, > x

f! ’
(x)>0:>f(x —

0

La funzione f(x) é strettamente crescente in [xl,xz] e quindi anche in [a,b].

f'(x) <0 = f/(x)<0 = f())((z) — ];(Xl) <0 = f(x) < f(x) per x, > x
2 T M

La funzione f(x) é strettamente decrescente in [xl,xz] e quindi anche in [a,b].

-10 -
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Il corollario non e invertibile, in quanto f(x) puo essere strettamente crescente (decrescente ) in
[a,b] ed avere derivata prima nulla in qualche punto interno ad [a,b] .

La funzione f(x) = x* & strettamente crescente nel punto x = 0 dove risulta
f(x) =0.
Teorema di Cauchy o degli incrementi finiti
Se f(x) e g(x) sono due funzioni
1) continue nell'intervallo limitato e chiuso [a,b]
2) derivabili nell'intervallo limitato e aperto]a,b[
3)serisulta g'(x) = 0 V x ela,b[ *

allora esiste almeno un punto x, €]a,b[ in corrispondenza del quale risulta :

f(b)-f(a) _ f'(x,)

g(b)-9(a) 9'(x,)

Il teorema di Cauchy prende anche il nome di teorema degli accrescimenti finiti in

quanto, se le due funzioni verificano le ipotesi del teorema di Cauchy, allora il rapporto dei loro
incrementi € uguale al corrispondente rapporto delle derivate delle due funzioni in uno, o piu punti
particolari di Ja,bJ .

In forma ancora piu compatta possiamo affermare che tale teorema, detto degli incrementi
finiti, puo esprimersi dicendo che, se le due funzioni verificano le ipotesi del teorema di Cauchy, il

rapporto tra gli incrementi delle funzioni e uguale al rapporto tra le rispettive derivate calcolate in
un opportuno punto interno all'intervallo.

DIMOSTRAZIONE
. : - f(b)-f(a)
Consideriamo la funzione ausiliaria ®(x)=1f(x)-f(a)- —[g(x) - g(a)]

La funzione CD(X) verifica tutte le ipotesi del teorema di Rolle, in quanto essa:

1) é continuain[a,b]  2)éderivabilein Ja,b] 3)risulta: ®(a) = ®(b) = 0

! La funzione g(X) é strettamente monotona (cioé strettamente crescente o strettamente decrescente) in [a,b] e
quindi risultera g(a) # g(b)
-11 -
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Esiste, allora, per il teorema di Rolle, almeno un punto x, <]a,b[ per il quale risulta:
®'(x,) =0
d'(x) = f'(x) - —2——=-09'(X) , D'(x,) = 0= f'(x,) -
() = 10 = o =g ) @) (%)

flb)-f(a) _
g(b) - go(@)  g'(x)

Per g(x) = x siottiene il teorema di Lagrange.

Teoremi di De L'Hospital
® Siano f(x) e g(x) due funzioni continue nel punto x,. Se risulta g(x,) = 0 abbiamo:

) _ Fx)

2900 " a(x)

Serisulta f(x,) = 0 e g(x,) = 0 abbiamo: Lim

Se invece abbiamo  Lim f (x)=Limg(x) = f(x,)=g(x,)=0 allorail ~ Lim ;E:;

) . 0
assume la forma indeterminata o

Tale indeterminazione puo essere eliminata o mediante particolari artifici o, se si verificano certe

condizioni , applicando uno dei due teoremi di De L'Hospital.

Primo teorema di De L'Hospital

Se f(x) e g(x) sono due funzioni continue e nulle in un punto x,, se tali funzioni sono

derivabili in un intorno del punto x,, escluso al piu il punto x,, con g'(x,) # 0, se esiste il

(%) - f(x) - f(x) _, . F(x)
Lim ——= gsi il Lim——= Ita: Lim—<=Lim —=
Im () , esiste anche il XLTQ(X) € nsulta et a(x) - g'(x)

La regola ora considerata si estende anche al caso in cui la variabile x tende all'infinito.

-12 -
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Secondo teorema di De L'Hospital

Se f(x) e g(x) sono due funzioni infinite in un punto x, cioé se

0

lim f(x)=limg(x)= o, se tali funzioni sono derivabili in un intorno del punto x , escluso al piu
g p o p

X=X, X—>Xo

. T (X o f(x .
il punto x,,con g’(x,) = 0, se esisteil Lim T esiste anche il Lim () e risulta:
x=% g (X !

X% (X)

im LX) =Lim m
S g0 g(x)

I due teoremi di De L"Hospital esprimono delle condizioni sufficienti ma non necessarie.

. PP i 04 . A . F(x .
Questo significa che se esiste il L|mL esiste anche il limite leﬁ ma non viceversa.
xaxog'(x) xaxog(x)

Se le funzioni f(x) e g(x) sono derivabili piu volte, se le ipotesi dei due teoremi di De

L'Hospital sono soddisfatte, il procedimento per la determinazione dei limiti che si presentano

sotto una delle due seguenti forme indeterminate % 0o X puo essere ripetuto diverse volte,
(0.0]

eventualmente fino al calcolo del limite.

® | due teoremi di De L'Hospital sono validi tanto per X, finito, quanto per x, infinito .

® | due teoremi di De L'Hospital possono essere sintetizzati nella seguente regola di De
L'Hospital:

Se f(x) e g(x) sono due funzioni derivabili e tendenti simultaneamente a zero o ad infinito per
X—X, (con x, finito o infinito ) , se il rapporto delle loro derivate ha un limite ( finito o infinito) ,

allora anche il rapporto delle funzioni ha un limite e questo limite € uguale al limite del rapporto

delle derivate : Lim f(x) = Lim f'.(x)
X—>X, g(x) X=X, (g (X)

I due teoremi di De L'Hospital, applicati in maniera opportuna ,possono essere utili anche per

calcolare limiti che si presentano in una delle seguenti forme indeterminate

40— , 00,1 ,0°, ©°

Basta avere l'accortezza di eseguire prima del calcolo del limite una opportuna trasformazione

. e . . 0 o0
capace di ricondurre il limite proposto alla forma indeterminata 0 o —.
o0
-13-
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® Per calcolare un limite che si presenta nella forma indeterminata 0-co basta applicare la seguente
. f(x X
trasformazione: f(x)-9(x) = () _9(x)

1 1
g(x)  f(x)

. e . . 0 0
Con tale trasformazione il limite proposto assume una delle due forme indeterminate: — , —
0

® Per calcolare un limite che si presenta nella forma indeterminata + .« — oo basta applicare la

f

—-1 1-= f(x)
. ieveal F o) (1.9)29 T e e
seguente trasformazione:  f(x) g(x)—g(g 1j—f(1 fj_ 171 _Ineg(x)_lne

g f

L'artificio capace di eliminare la forma indeterminata va scelto caso per caso.

® Le forme indeterminate 1°, 0°,° si incontrano quando dobbiamo calcolare limiti del tipo:

Lim[ f(x) ] ""in una delle tre seguenti ipotesi:

X=X,

1) Limf(x)=1 Limg(x)=o0 2) Limf(x)=0 Limg(x)=0

X=X, X=X, X=X, X=X,

3) Limf(x)=w Limg(x)=0

X—>X%, X=X,

L . Inf(x
Tali limiti si calcolano ricordando che: f(x)=e (x)
Quindi, il limite precedente assume la seguente forma:

« x)  Lim In[f(x)]g(x) Lim g(x)xInf(x)
9(x) n[f ()P0 % e X%y

Lim [f(x)] :XL_i)n)w( e

=€

(o]
Il limite presente nell'esponente viene calcolato applicando opportunamente uno dei due teoremi di
De L'Hospital.

Infatti, tenendo presente che e possibile scambiare I'operazione di limite con quella di logaritmo,

possiamo ricondurre le tre forme indeterminate 1 , 0° , «° prima alla forma

. ) ) 0
indeterminata e successivamente allaforma — o alla forma —
o0

Esempi (%)
e -x-1 et = ) X 1
im — = = Lim <~ — Lim ~ - =
x>0 " +e” -2 x—>0@e" — x>0@e" + e 2
-14 -
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tgx - X 1+ tg?x — 1 tg? x o 2tgx(1 + tgx
le—g - = Li SrBxX=2 = Li _9X - im ( )=
x—>0 X - SinX x>0 1 — cosx x5>01 — COSX x>0 sinx
2(1+ tgzx)
= Lim——— =
X0 COS X
Lim X - xcosx _ . 1—cosx + xsinx _ : 2sinX + XCOSX _ i ?,cosx—xsinx_3
xLo X - Sinx x> 0 1 — cosx x> 0 sinx X— 0 COS X
. 1-cosx _ . sinx . COSX _
Lim—— = Lim—————— = LImm—— =
x>0 X - SINX x>01 — coSX x— 0 SINX
11
__arctgx - arcsinx _ . 1+ X J1-x? _
Lim ; = Lim =
X — 0 fgx - sinXx x— 0 — COSX
cos® X
_ L J1I-x —1-x° cos’ X _
= Lim . =
x>0 1 — cosx (1 + COSX + COS° x)(l + xz)\/l - X
_7)( _ 2X
1 JI-x2 —1-x2 1 J1-% 1 . X 1
= - Lim = - Lim . = ——-Lim— +2=-1
350 1 — cosx 3 x>0 sinx 3 x>0 sinx \/1_ X2
-2
- 2arct o1+ X o2X(x + 1
Lim T 2aretex L 1 L 2x+ D)
X — 4o 1 X — 400 -1 x> 4+0 1 4+ X
In|1 + = —
X X(x + 1)
D|n(1+1j:D|nX+l: X (__zlj:_—l
X X X + 1\x x(x+1)
Esempi (—)
Li i‘L'm e L'mi L'm§‘+oo L'mi‘ e —L—O
xlrg X3 X—>I+oo 3X2 X—>I+oo 6X X—)I+oo 6 , X—)I—oo X3 (_(x))s — 0
x2 +1 X x? +1

[
C.
3

Lim ——— = Lim —— =
X — +0 X X —> +0o0 ,XZ + 1 X — +o0

In questo caso, applicando ripetutamente la regola di de L'Hospital, non riusciamo ad eliminare la

i . 0 . i
forma indeterminata — . Il limite va calcolato nella seguente maniera:
(e8]

-15-
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X,[1 L
Y+l T 1
Lim ———— = Lim ———— = Lim,/1+ =1
X = +o0 X X —> +0 X X — +o0 X
1 -1,
_ ex ' —(x+1 ¢
Lim —— = = Lim = Lim ————=-eX = (—o)(+x) = —©
X — 0+ |n(X + 1) X — O+ 1 X — 0+ X2 ( )( )
X+ 1
Esempi (400 — )
1 —

(1 . tgx - X . cos’ X 1 - cos®x
Lim|— - cotgx | = Lim——— = Lim——————— = Lim — =
x—0 \ X x—>0 Xtg X >0 19X + X x—>0 SINXCOSX + X

cos’ x
2sSINXCOSX _

im =
x—>0 COS2X + 1

1 1
1 1 o _ 1 (DX e 1
Lim [XeX - Xj = Lim X(eX - 1] = Lim 1 - Lim—1 = Limex=e’=1
X — 0 X —> © X —> 0 - X —> © (D) X — ©

X X

Esempi (0-0)

1
In x Y —x3
. 3 _ . _ . X .
x*-Inx = — = = —=0
xl_lm xI;Ir(El X73 xL—!r(])’lr —?>X74 xI_Jrg]+ 3
2X — 1 2
Lim(2X - n)tgx = Lim = Lim——————5— =-2
N <« T cotgx 7 —1—cotg”x
2 2
1
Inl x — = X — = )
) T . 2 . 2 . —2C0sXxsinx
Lim cotgx-Infx - =| = Lim ————— = Lim ——— = Lim ——— =0
x> X4 2 x— 2t th x— Z4 1 X—= —+ 1
2 2 2 2
COS” X
1 ., 1
1 Inx = 1 arcsin® =
LimInx-arcsin= = Lim ——— = Lim X = Lim x-arcsin’= = Lim X
X = +o0 X X = +00 1 X — +00 i X — 40 X X —> 400 1
.1 2 Y
arcsin — X i X
X arcsin® =
X
-16 -
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1
= Lim 2arcsin—= =0
X

X — +00

1 1
- 1 Inx Y 1
LimX1X=k=e'1=— Ink = Lim =Limt=-1,k=e¢"==
X—1 e X —> - x—» —1 e
T 2
. tg—X =
Llnl1(2 - X)gz =k =e"
X —
! sin?  x 2
. 7r _In(2 = x X =2 ) o 2 2
Ink = lethX-ln(Z - X) = le(—ﬂ) = le_—ﬁ = le”—Zz —,k=¢e"
x—1 x—1 COtg—X x—>1 - x—>1 7(2 N X) T
2 2 2
T
SIN™ —X
2
1
! Lim ™,  Lim=, Lim,> -t 1
Limx' ™ =e i X zet o Mg =
X—1 \/E
. 0
Esempi (0%)
le Xsinx — k — 1
X — 0+
1
. Inx X sinx
Ink = Lim sinx-Inx = Lim —— = Li X _ = |im>—2tgx=0 k=¢"=1
xL—!r(T)]r xI;Ir(Q 1 Xlir(n- —COSX xl_alrg-lﬁ— X g
sinx sin® x
—sinx
li 1+cosx
it xin(L-cosx) lim (1008 x) o -1 sin®x . 3sin®xcosx
Lim (1 + COSX)th — e“”g —por oot _g sinx _ gronlicosx _gxor  —sinx :e0:1
Esempi [(+0) ]
1 tgx
Lim (—j =k =1
x— 0+ \ X
1
1 ~Inx _ Y _sin®x
Ink = Lim tgx-In= = — Lim tgx-Inx = - Lim = Lim —%*—— = Lim =
X — 0+ X X — 0+ X — 0+ COth x—> 0+ 1 + COtg X X — 0+ X
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= Lim SINX sinx=0 . k=¢e"=1

x— 0+ X

= . 1+ X . X+ 2
(lxz jx_e!:”l? ol _e g
+ X

Lim

X = +o

Polinomio di Taylor del secondo ordine
Col nome di Polinomio di Taylor intendiamo un polinomio di grado n capace di

approssimare in un opportuno intorno del punto x=x, la funzione f(x), con un errore piccolo
quanto vogliamo. Data una funzione f(x), derivabile n volte in un opportuno intorno del punto

X=X, , vogliamo determinare un polinomio P, (x;x,) di grado n tale che:

f(x)-P,(xx%,) —0 1]

% (X=X, )“
cioé vogliamo determinare un polinomio tale che I’errore che si commette sostituendo la funzione
f (x) col polinomio P, (x;x,) tenda a zero piu rapidamente di (x—x, )", cioé sia un infinitesimo di
ordine superiore all’infinitesimo (x—xo)”. Quindi vogliamo costruire un polinomio P,(x;x,) tale
che I'errore R, (x;x,)=f(x) - P,(x;X,) sia sempre pit piccolo quando x—X,, anzi voglio che
tale errore tenda a zero piu rapidamente della potenza ennesima dell’errore commesso sulle ascisse

X—Xx, . Esiste un solo polinomio Pn(x;xo) che verifica la relazione [1], cioé il Polinomio di
Taylor che puo essere costruito in una sola maniera. Il polinomio P, (x;x,) € del tipo:
. _ 2 3 n-1 n
P, (XX, )=a, +a, (X-X, ) +a,(X-X, ) +as(Xx-X,) +--+a,,(x-%,) +a,(x-x,) [2]
I coefficienti del polinomio P,(x;x,) si costruiscono imponendo che coincidano, nel punto x=x,, i

valori del polinomio e della funzione, nonché quelli di tutte le loro derivate fino all’ordine n, cioe

imponiamo che risulti:

(%) =P (%05 %0 )y /(X0 ) =Py (X3 Xy )y (X )= P (XgiXo ) revevvve fO(x,)=P" (x0:%,) [3]
Noi vogliamo approssimare il grafico della funzione f (x) con una parabola; per fare cio dobbiamo
costruire il Polinomio di Taylor del secondo ordine, cioe dobbiamo costruire il polinomio

P, (x:%,)=a, +a, (x-x,)+a,(x-%,)" con Pi(x;x,)=a,+2a,(x-x,) PI(x;x,)= 2a,

-18 -
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P (X5%)=f(x) = a="f(x) ; P(x:%)=f'(x) = a="~f(x);

Pl(%:%)=f"(x) = a, :%f”(xo)

01 %o
Il polinomio richiesto é: Pz(x;xo):f(xo)+f'(x0)(x—x0)+;f”(xo)(x—xo)2 [4]
In generale il polinomio P, (x;x,) non coincide con la funzione f (x). Se poniamo:

f(x) = P,(x;%,) :f(x0)+f’(x0)(x-xo)+;f”(xo)(x-xo)2
commettiamo il seguente errore: R, (X;X,)=f (x) — P,(x;x,) il quale & un infinitesimo di ordine
superiore rispetto all’infinitesimo (x—xo)z. Infatti risulta:

f(x) =Py (%%,)

fim e 5%) _ %) _ Jim Fx)-Fx)- f'(xo)(x—xo)—; £7(x,)(x=x, )’

X=X, (X—X0)2 X=X, (X—X ) X=X, (X—XO)Z

0

Questo limite si presenta nella forma indeterminata %; per calcolarlo applico la regola di De

L’Hospital, ottenendo: lim F(x) = F1(%) = £"(%, ) (x=%,) —lim ()= 1"(%) -0
X=X, 2()(_)(0) X=X, 2

L’approssimazione della funzione f(x) col polinomio di Taylor del secondo ordine € tale che la
differenza f (x)— P,(x;x,) & infinitesima di ordine superiore rispetto al grado del polinomio di
Taylor che, nel caso considerato, & 2. Quindi sostituire f(x) con P,(x;x,) significa commettere
un errore  R,(X;x,)=f(x)— P,(x;x,) che & infinitesimo di ordine superiore al due rispetto
all’infinitesimo principale x—x,. Concludendo possiamo affermare che sostituire la funzione f (x)
col Polinomio di Taylor del secondo ordine significa approssimare il grafico della funzione f (x)
con una parabola passante per il punto Po[xo; f (xo)] e tangente al grafico della funzione f(x) in

tale punto. La formula di Taylor risulta molto utile per il calcolo approssimato, mediante sole

operazioni razionali, dei valori che la funzione f (x) assume in punti X=x,, noti i valori assunti da
f (x) e dalle sue prime due derivate nel punto X,. L’approssimazione e tanto piu valida quanto piu
X e prossimo ad x,. Per n=1 il polinomio di Taylor diventa:

f(x)= P(x%,) =f(%)+f(%)(x=x,)

-19 -
Pagina 19 di 58



-20 - Unita Didattica N°27 Rolle Lagrange Cauchy De L’Ospital Taylor

Il grafico della funzione f(x) viene approssimato da una retta, la tangente al grafico di tale
funzione nel punto B[ x,; f(x,)].
Il termine R (X;X,)=f (x) = P,(x;x,) prende il nome di resto di ordine n della formula di

Taylor e rappresenta, in valore assoluto, I’errore che si commette quando sostituiamo la funzione

f (x) col polinomio di Taylor P,(x;x,). Nel caso del polinomio di Taylor del secondo ordine il

() : . |
(n+1)'(x - xo) e prende il nome di resto espresso nella

resto assume la forma: R, (x,x,) =
forma di Lagrange, con &e]x;x[. Se esiste una costante positiva M per la quale

risulta ‘f(3)(x)‘ <M Vxel(x,) allora R,(x,x,) verifica la seguente disuguaglianza:

x - x0|3
31!

< M- [5]

‘Rz(x,xo)

Se come punto iniziale scegliamo il punto x,=0 otteniamo il polinomio di Mac-Laurin, ciog:

£(x) = P,(x:0) =F(0)+f'(0)-x +;f"(0)-x2

£
In questo caso il resto ci viene fornito dalla seguente formula: R,(x,0) = 356) x°
risutapure: |R(x0) < ML e
isulta pure: ‘ 2(x, )‘ < A [6]

Formula di Taylor e di Mac-Laurin con resto nel caso generale
La formula di Taylor (o quella di Mac Laurin ) ci dice che € possibile approssimare una funzione

f(x) mediante un polinomio di grado n ed un resto che tende a zero piu rapidamente di (x - xo)”,
cioé R (x,x,) &nel punto x, infinitesimo di ordine superiore rispetto all’infinitesimo (x=x, )"

Se f(x) e una funzione derivabile n+1 volte in un opportuno intorno del punto X, , allora
per essa vale la seguente formula di Taylor di punto iniziale x, relativa alla
funzione f(x):

f(x)=f (x0)+f’(xo)(x-x0)+21!f"(x0)(x-x0)2 +eot rT!f(”)(xo)-(x-xo)n +R, (x,%,) [7]

-20 -
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Il polinomio  [8]
1

P, (X, %, ) =T, (X, %, ) =F (%, ) +F'(%, ) (X - xo)+%f”(xo)(x - xo)2+---+mf(”)(xo)-(x - %, )"

si dice polinomio di Taylor relativo alla funzione f(x) f(x) e di punto

iniziale x,
: 0 (8) ne1
Resto R (x,X,) espresso nella forma di Lagrange: R (x,X,)= = 1)|(X - X,) [9]
* . . ° * P X
a X, & X b

Per x,=0 abbiamo laseguente formula di Mac Laurin

’ " m (n)
f(x) = £(0) + %X + %XZ + 1) ?f!o)x?’ s 0 n(!o)xn + Rp(x0)= [10]

. . f'(0 £7(0 m f(n) 0 )
Il polinomio P, (x,0)=T, (x,0)=f(0) + 1(!)x+ 2(!)x2+ ?)(!)x3+-~-+ n(! )x [11]

Si dice polinomio di Mac Laurin di punto iniziale 0 relativo alla funzione
f(x).
f(n+1)

(i)xn+1

(n+ 1) [12]

Resto Rp(x,0) espresso nella formadi Lagrange: Rn(x,o) =

Se esiste una costante positiva M per la quale risulta ‘f(””)(x)‘ <M VXEl(Xo) allora
Rn(x,xo) verifica la seguente disuguaglianza:

(n+1)!

x-x " |
<M- ! [13] Taylor |Rp(x0)| <M-

(0 + 1)

Se poi vogliamo che I’errore commesso sia minore di una prefissata quantita ¢ basta porre:

| n+1
[14] Mac Laurin

‘Rn(x,xo)

" [ o

X - X,
<M-
M

(n + 1)

Se sostituiamo la funzione f(x) col suo polinomio di Taylor e se vogliamo che il valore di

< ¢ [15] ciog basta scegliere: [x - x| < ¥

‘Rn(x’xo)

f(x) abbia m cifre decimali esatte allora bisogna porre:

-21-
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‘Rn(x,xo) <

C.N.S perché una funzione f(x) sia approssimata dal polinomio di Taylor & che essa sia continua

assieme alle due derivate di ordine n, nel punto X, .

Polinomio di Mac Laurin di ordine n P,(x,0) con resto Rn(x,O)

n

X

! " m (n)
P“(X’O):f(o)+f(0))(+f (O)X2+f <O)x3 +...+]c (0)
= 2! 3! n!

(n+1) (n+1) (n+1)

_f (?;) n+1 f ¢) n+1_f (9X n+

Per una qualsiasi funzione f (x) vale la seguente uguaglianza: f (x)=P,(x;0)+R,(x;0)
Polinomio di Mac Laurin di ordine 1 B(x,0) con resto Rl(x,o)

R(x,0)=f(0)+ wx Rl(x,O)=L(C)x2 f(x)=f(0) + w)ﬁw)@

1 2! 1! 2!

Polinomio di Mac Laurin di ordine 2 P,(x,0) con resto R2(x,0)

O r=r(0)s O 10,2, 70

P,(x,0)=f(0)+ 19, 19, Ry(x0)=—5 1! 21 3!

u 2!

Polinomio di Mac Laurin di ordine 3 P,(x,0) con resto R3(x,0)

: : f
P, (x,0)=f (0)+ fl(!o)x+ fz(!o) N 3(!0) ¢ Ry(x0)=

-22 -
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Polinomio di Mac Laurin di ordine 4 P,(x,0) con resto R4(x,0)

£(0)  £7(0) , f"(0) . f@(0 £®(c) 5
P,(x,0)=f(0)+ 1(!)x+ 2(!)x2+ 3(!)x3+ 4!()X4 R4(X,O): i X

' " m m (4) (5)
1! 2! 3! 3! 41 5!

Sviluppo di una funzione f(x) in serie di Taylor e di Mac Laurin

ao+a1(x— Xo)+ az(x_ X )2 Heeet an.(x_ Xo)n+'--

0

-23-

Il cui raggio di convergenza non sia nullo e la cui somma sia, internamente all’intervallo di

convergenza, identicamente uguale alla data funzione f (x).

Abbiamo visto che C.N.S perché una funzione f (x) sia approssimata dal polinomio di Taylor é

che essa sia continua assieme alle due derivate di ordine n, nel punto X,. L’approssimazione e

tanto piu valida quanto piu n & grande, ed a parita di n, I’approssimazione € tanto migliore quanto

piu x e prossimo ad x,. Dal momento che la bonta dell’approssimazione dipende dal valore di n

potremmo decidere di prenderlo grande a piacere (n—+<0). In tal caso il polinomio di Taylor

k=400

diventa la serie di potenze > a,(x — xo)k e la formula di Taylor

f(x)

k=0

assume laforma: [18] u

f(x)

k=+00

=3 A (X %) =F(x )+ F(x) (X~ %) + (%, )(x - X, )F +m £ (x,)-(x - x, )"

k=0 2! 3!

=1 (X, )+ (6)(X %)+ (1) (X3, ot 0 (0, )x (x5, ) +R, (x,%,) [17]

Tale formula ci impone di calcolare la funzione somma f(x) della serie di potenze

k=+o0

Z a, (x - X, )k e questo e possibile in pochi casi (ad esempio nelle serie geometriche).

k=0

-23-
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Il problema puo essere invertito. Invece di costruire una serie di potenze e dannarsi I’anima nel

tentativo di individuare la sua funzione somma, si inverte la procedura. Abbiamo f (x) e vogliamo
trovare una serie di potenze di cui la funzione f (x) di partenza sia proprio la funzione somma.

Conclusione: Prima avevamo una serie di potenze e volevamo la sua funzione somma S(x).
Adesso abbiamo una funzione f (x) e vogliamo trovate una serie di potenze la cui funzione somma
S(x) sia proprio f(x). Quindi lo sviluppo in serie di Taylor di una funzione f(x) puo essere

visto come I’estensione del polinomio di Taylor quando il suo grado diventa grande a piacere (
N—+00).

Teorema: Si puo dimostrare che condizione necessaria (ma in generale non sufficiente) perché la

k=400

. . k . . . . \
serie di potenze z a,(x—x,) che vogliamo costruire abbia f(x) come funzione somma & che
k=0

essa sia illimitatamente derivabile nel punto x, e tutte queste derivate siano continue nel punto X, .

Questa condizione e necessaria ma non sufficiente. Ciog, noi partiamo dalla nostra funzione f (x) :

F09(x _ o k=-too )
J e costruiamo la serie di potenze Z a,(x—x,) . Anche se

k=0

calcoliamo i coefficienti a, =

la funzione f(x) e derivabile illimitatamente nel punto x,, puo benissimo verificarsi che la sua
funzione somma S(x) nonsia f(x).
Teorema: C.N.S perché la funzione f (x) sia la funzione somma della serie di potenze é che:

° f(x) sia illimitatamente derivabile nel punto X, e tutte queste derivate siano continue

nel punto x,. @ lim R (x,x,)=0

n—+o

Ma stabilire che lim R (x,x,)=0 non & agevole. Quindi occorre sostituire questa condizione con

n—-+o0

un’altra ancora pit semplice.
Esempio “Dimostrare che la funzione f(x) =¢e* e sviluppabile in serie di Taylor di
punto iniziale x,=0"
La formula di Taylor di punto iniziale x,=0 applicata alla funzione f(x) =e” cida
2 X3 n 9x

eX:1+x+%+§ +-~+Xn—! + R,(x,0) con Rn(x,O):(neJrl)!-x”+1

-24 -
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n+1

: a9 i X
Jim Ry () =€ lim 22,

=0 in quanto il fattoriale di un numero é infinito di ordine

superiore rispetto alla potenza ennesima di un qualsiasi numero xeR . Pertanto la serie di Taylor di
punto iniziale x,=0 relativa alla funzione e*converge ad e* vV xeR.

nZteo yn XZ X3 Xn

eX = =14+ X —F e+ 4 [19]
“~ nl 21 3l n!

Teorema: Condizione sufficiente (ma in generale non necessaria) perché la funzione
f (x) sia sviluppabile in serie di Taylor di punto iniziale x, ¢ che:
e f(x) siauna funzione derivabile infinite volte in un intorno 1(x,) del punto x,

® sia possibile trovare un numero positivo M tale che: ‘f‘”) (x)‘ <M Vn20AVxel(x,) [A]

Se ¢ vera la [A] diciamo che la funzione f (x) e le sue derivate sono equilimitate.

Sviluppo della funzione f(x) in serie di Taylor

(0 = 3 0Dy = 1) + £00)(xx) +

n=0 n: [20]
o F (X0 ) 70 et lim (e, ) -
21 M° A TR ° n! o) oo\ 0

Sviluppo della funzione f(x) in serie di Mac Laurin

n=+ow f(n) (O)

)=

n=0

n — ! 1 " l " 1 n n
x"=f(0)+f (O)x+£f (O)x2+af (Xo)xs‘*"""mf( )(0).)( +. [21]

Non e superfluo osservare che le serie di Taylor e di Mac Laurin sono delle serie di potenze e

quindi I’intervallo di validita dello sviluppo coincide con I’intervallo di convergenza della
corrispondente serie.

Osservazione: Per sviluppare la funzione f (x) in serie di Taylor si procede come segue:
01) Si verifica che la funzione f(x) & di classe infinita; cioé dobbiamo verificare che f(x) sia
illimitatamente derivabile nel punto x, e tutte queste derivate siano continue nel punto

X

0"
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02) Vediamo se il resto R (x;Xx,) € infinitesimo per n—+ o0 . Se non & possibile calcolare questo
limite, vedo se la funzione f(x) e tutte le sue derivate successive fino all’ordine n sono

equilimitate. Sono cosi sicuro che la funzione f (x) e la funzione somma della serie di potenze che

ho costruito.
03) Tuttavia, la serie di potenze che ho costruito € una qualunque serie di potenze per la quale
occorre ricercare I’intervallo di convergenza. Se, per caso, il raggio di convergenza e +oo, allora il

punto iniziale x, della serie di potenze non ha importanza, perché la serie di potenze (serie di

Taylor) converge VxeR
Sviluppo in serie di Mac Laurin delle funzioni elementari
“Sviluppare in serie di Mac Laurin la funzione f(x)=e*”
La funzione esponenziale f(x)=e* & continua e derivabile VxeR
f™(x)=e* vneN f®(0)=1 vneN
f(x)=f'(x)=f"(x)=f"(x)=-=f"(x)=¢"

f"(0)=f"(0)=-=f™(0)=€"=1

—h
—~
o
~
I
—h
—~
o
~
Il

—o L g @ @ @ » X
-5 X 0 X

Preso un intorno 1(0;5)=]-8;+5[ del punto x=0 abbiamo:
f(x)=e"<e’=M Vxel(0;6) [22]
La funzione f (x)=eX e equilimitata e, quindi, é sviluppabile di serie di Mac Laurin.

n=+w XI’] 2 3 n

eX = —:1+X+X—+X— od X [23]
= n! 2! 3! n!

Calcoliamo il raggio di convergenza di questa serie di potenze:

|
p= Iim| & fim (n+1)':lim (N+1)=+o0

n>teld g noto N ! n—>-+0

La serie ha come raggio di convergenza l’intera retta reale. Questo significa che la funzione

f (x)=e" & sviluppabile in serie di Mac Laurin VxeR.
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et N+l _ e’ n+1
(n+1)!'X = —.X [24]

Calcoliamo in resto di ordine n R (x;0): R, (x,0)= h1)]

—~

con 0<9<l

Se x»e[—l; +1] e ricordando che e* € una funzione strettamente crescente possiamo scrivere:
_ o 1 .
ef<e”™<e’ = 0<e”<e (0<e’<= A e<3) = 0<e”<3 Vxe[-L+1] ciog V|x|<1
e

Sostituendo e”™ con3e [x| con1,la [24] diventa:

3
= (n+1)!

(n+1)!

n+1

X

R, (x,0)|= [25]

La [25] rappresenta una semplice maggiorazione dell’errore che si commette quando sostituiamo
la funzione e* col suo polinomio di Mac Laurin, cioe con la somma dei primi n+1 termini della
serie di Mac Laurin.

Se poi vogliamo che I’errore commesso sia minore di 107 dobbiamo scrivere:

R,(x,0) <107 ciog: 3 0 =L cioe (n+1)!>3-10  [26]

(n+1)! 10¢
Conclusione: Assumendo come valore approssimato di e la somma
2 3 n
X X . . .
1+x+—+"— +..-+ — si commette un errore minore di
21 3! n! (n+1)!
“Calcolare un valore approssimato di €”
IX
e:1+1+i+i +---+i ;+ [27] con e™*<3 ez2+i+i +---+i [28]
21 3! n'  (n+1)! 21 3! n!
L’errore che si commette vale: Rn(1,0)<( fl)' [29]
n+1)!

Per n=3 abbiamo: ez2+i+1=§=2,6666--- R3(1,O)<i:1:0,125
2 6 3 24 8

Questo significa che il valore trovato e approssimato a meno di una unita, cioé solo la parte intera &

sicuramente esatta,. Per la parte decimale non possiamo dire nulla di preciso. -

Per n=4 abbiamo: ez2+£+1 +i:6—7:2,7916667--- R4(1,O)<i:i:0,025
2 6 24 24 120 40
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R 1 T S R . .
Il valore trovato é esatto a meno di E=10 ', cioé siamo sicuri che ¢ esatta la parte intera e la prima

cifra decimale: e~2,7
“Calcolare un valore di e con tre cifre decimali esatte”
Deve essere: R, (1, 0)<10‘4 (una cifra intera e tre cifre decimali) cioe:

3
(n+1)!

<10 (n+1)!>3-10° (n+1)!>30-000

n=6 = 7!=5-040<30-000 n=7 = 8!=40-320>30-000

er2+ st 1L 180572
21 31 41 51 6l 7

Il valore trovato ha sicuramente esatte la parte intera e le prime tre cifre decimali.

Adesso vogliamo fare vedere di quale serie di potenze la funzione f (x)=e2X e la funzione somma.

Basta porre nella [23] al posto di x. Otteniamo:

n= 4y n 2 3 n
e2X — Z (2X) =1+ 2x + (ZX) + (2)() Foet (2)() + o [30]
nco Nt 2! 3! n!

Questo e un esempio per fare vedere che, conoscendo certi semplici sviluppi, se possono
tranquillamente ricavare altri. E’ evidente che, essendo x un numero reale qualsiasi, anche 2x € un
numero reale qualsiasi.

Osservazione: Se, per ipotesi, avessimo trovato che I’intervallo di convergenza della serie di

potenze era ]0;1[, cioé che lo sviluppo in serie era valido solo per 0<x<1, & chiaro che, avendo

sostituito ad x il valore 2x, avremmo dovuto sostituirlo pure nell’intervallo di convergenza

ottenendo: 0<2x<1 e quindi O<x<%.

“Sviluppare in serie di Mac Laurin la funzione f(x)=sinx ”

La funzione f (x) =sinx e illimitatamente derivabile e continua VxeR. Poiché risulta:
‘f‘”) (x)‘ <1 VneN lafunzione f(x)=sinx e le sue derivate successive sono equilimitate. La
funzione f (x) =sin x, essendo di classe infinita ed essendo equilimitata assieme alle sue derivate

successive € sviluppabile in serie di Mac Laurin. Quindi, se costruiamo la serie di potenze con le

solite procedure siamo certi che la sua funzione somma é proprio la funzione sin x.
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f(x)=sinx = f(0)=sin0=0; f'(x)=cosx = f'(0)=cos0=1

f"(x)=-sinx = f"(0)=-sin0=0; f"(x)=-cosx = f"(0)=-cos0=-1;
f@(x)=sinx = f“(0)=sin0=0;

Generalizzando abbiamo:

FED () = (1) -cosx  FD(0) = (-1) £ (x)=(-1) -sinx f#(0)=0

La prima caratteristica notevole di questo sviluppo in serie di Mac Laurin & che non ci sono termini
corrispondenti ad indici pari. Quindi lo sviluppo della funzione f (x) =sinx in serie di Mac Laurin

e il sequente:

X3 X5 X7 X9 n X2n+1 n=+o n X2n+1

SINX =X = 4 oo et (C) WJP“: h=0 () m

3! 5t 71 9l [31]

Adesso non ci rimane che calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze trovata, cioe
della serie [31]

an

a'n+l

+3)! (2”+3Xz”+2)£95”{ﬁ1=nm(2n+3x2n+2)=+w

_im (203

noio (2N41)1 5o M -

Laserie [31] hacome intervallo di convergenza tutta la retta reale.

p=lim

N—-+o0

n Ccos9Xx 2n+3
R 0)=(-1) ——-
(0=

Poiché risulta ‘f(“’(x)‘sl VxeR A VneN A [cos$x <1

|X|2n+3
[32]

otteniamo la seguente maggiorazione per il resto di ordine n: R, (X,O) < m
n !

La serie  [32] rappresenta una serie a termini di segno alternato dove i termini, in valore
assoluto, vanno decrescendo ed il resto tende a zero quando n—+oo.
Pertanto I’errore che commettiamo assumendo come valore di sin x la somma dei primi n termini ¢,

in valore assoluto, minore del valore assoluto del termine che nella serie occupa il posto

9
corrispondente alla derivata di ordine 2n+3. ‘R7 (x,O)‘ < % (7 si ottiene per n=3)

Visto che la formula [31] é valida VxeR, potremmo porci la seguente domanda: “di quale

serie di potenze x-sinx e lafunzione somma?”
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=0 N X2n+1 N=tao N X2n+2

sinx = X- )y s B N

cesinx = 2 () o= 200 Gy
X4 6 .8 10 2n+2

: 2 x°  X° X
X-sinx = x> - = + — -+

n X
TR T T TR (n+1) L33

“Sviluppare in serie di Mac Laurin la funzione f(x) = Ccosx”

Valgono le stesse considerazioni fatte per la funzione f (x)=sinx.

f(x)=cosx = f(0)=cos0=1; f'(x)=-sinx = f'(0)=-sin0=0
f’(x)=-cosx = f"(0)=-cos0=-1; f"(x)=sinx = f"(0)=sin0=0;
f@(x)=cosx = f¥(0)=cos0=1;

Generalizzando abbiamo:

feD (x) = (-1) sinx F*P(0)=0  £™(x)=(-1)"-cosx F®(0)=(-1)"

Quindi lo sviluppo della funzione f(x) = cosx inserie di Mac Laurin é il seguente:
2 4 6 8 2n n=+¥ 2n
X X" X X n x n x
cosx =1- + - +— 4.+ (-1 +...= -1 34
TR TR TR A P TP ALl il S

Il raggio di convergenza di questa serie e dato da:

R

La serie [ 34] ha come intervallo di convergenza tutta la retta reale. R:]—oo;+oo[ = intervallo di convergenza

p =lim—

n—+w

an-¢—1

n+l cos9x _X2n+2

(2n +2)! [35]

R, (x,0)=(-1)

Poiché risulta ‘f(”)(x)‘ <1 VxeR A VneN A [cosdx <1 possiamo scrivere la seguente

2n+2
maggiorazione per il resto di ordine n: R”(X’O)S(|)2(|n—+2)! [36]
COS¥X x8 -
Rq(x,0) = TR (R, (x,0)| si ottiene per n=3)

La serie  [34] rappresenta una serie a termini di segno alternato dove i termini, in valore

assoluto, vanno decrescendo ed il resto tende a zero quando n—+oo.
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Pertanto I’errore che commettiamo assumendo come valore di cosx la somma dei primi n termini

della serie [34] e, in valore assoluto, minore del valore assoluto del termine che nella serie

occupa il posto corrispondente alla derivata di ordine n+1.

Possiamo ottenere numerosi sviluppi in serie di Mac Laurin utilizzando le serie geometriche e le
loro proprieta.
Consideriamo la seguente serie di potenze nella variabile t di centro t,=0.

Z " =1+t +t? + P+t "+ [37]

n=0
La [37] élaserie geometricadiragione t. Essaconverge per —1<t <+1 ed hacome

funzione somma S(t)=i.

!

S(t):li: S =L et vte]-L+1] [38]

=0

3

Utilizzando il teorema di derivazione per le serie di potenze otteniamo:

L :niwn-t“‘1:1+2t+3t2+4t3+~-~+(n—1)t“‘2+n-t”‘1+ vte]-L+1] [39]

(l—t)2 n=0

Ponendo nella [38] t=—x ricordando che te]-1+1] = xe|-L+1] otteniamo:

%:nz m(-x)”:nzzm(-l)” X" =1-x+x7 x4 (1) XX+ Vxe-L+]  [40]
n=0 n=0

Applicando a questa serie di potenze il teorema di derivazione otteniamo:

LS () nex 2oL 2x -3 A B ek (<L) ¢ Wxe] L]
(1+X n=0

Moltiplicando ambo i membri per —1 otteniamo:

n=+¥%
(1 == > ()X =1 2x 4 324X B o (1) x4 Yxe]-L+]] [41]
+X n=0

Applicando alla serie [40] il teorema di integrazione per le serie di potenze otteniamo:

1 gy - In(1+x) = J'X(—l)"~x”~dx— X X
01+x o 23

n Xn+1 n=+o n Xn+1 [41]
+(1) el T =0 (=) T+l Vx|t
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Esaminiamo la serie  [41] negli estremi di convergenza. Per x=-1 essa diverge a —«o,

mentre per x=1 essa converge. Quindi:

In(1+x) =

X X2 S () X [ Vxel-L+1] [42]

Per x=1 la serie [42] diventa la serie armonica a segni alterni che converge al valore In2.

RS G A ) AP S S S B S
Inz_énﬂ_é n T2t 3Tats et

Ponendo nella [38] t=x’ otteniamo la serie di potenze:

n=+o

Zx =1+ X+ X X+ Vxe[-L+  [43]

Applicando alla [43] il teorema di integrazione per le serie di potenze otteniamo:

X x[ N=t® n=+0 ,2n+1
J~ 12dx:lln1+le 1+x I ZX :zx _
01-x 2 1-x = 2n+1
[44]
X3 X5 X7 n=+ X2n+1
=X+ — + — 4+ — 4t e Vxel-L+]
3 5 7 “~ 2n+1

Ponendo nella [38] t=-x otteniamo la serie di potenze:

n+w

)X = 1-x +xx Hx# ((1) X+ YxeFL+]  [45]

Applicando alla [45] il teorema di integrazione per le serie di potenze otteniamo:

M 1 B ~ y N=+oo A 2 ~ N=+w N X2n+1 B
_[O [y 0 = arctgx = J.O nZ:(;(—l) X°"dx = é(—l) ol "
3 9 2n+1
:X_X_+X__X_+X_+...+(_1)nx
3 5 7 9 2n+1

Questa serie converge anche nei punti x=-1 ed x=+1

: n=+ow n X2r‘|+1 _ X3 X5 X7 X9 n X2n+1
arctgx = ;(1) onel - % ?+ T + 5 +ot (1) P vxe[-11] [46]
-32-
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x=+1 = arctgl = % =1-

1 1 1 1 1 1 1
r=4l1- -+ -+ 4.
[ 3 5 7 9 11 13 15 j

Le formule di Eulero

Se nello sviluppo in serie di Mac Laurin della funzione f (x)=e”
2 3 n
eX =1+ x+—+X— +---+X— + -
2! 3! n!

poniamo al posto della x il numero immaginario ix, essendo i I’unita immaginaria, otteniamo:

.\ 2 . \3 . \4 . \b . \6 T
oX 14y o (ix) s (ix) . (ix) s (ix) +(|x) . (ix) Vo
2! 3! 41 51 6! 7!
e'X_1+ix——2—|ﬁ ﬁ i—ﬁ—i

iX ( x2 x4 x6 ] ( x3 x5 x7
et =l-—t——+ |+ X — +— —— +

Osservando che la somma della prima serie entro parentesi & lo sviluppo in serie di Mac Laurin

della funzione cosx e quella della seconda & sin x possiamo scrivere: e = cosx + i-sinx

Se in questa formula sostituiamo x con —x otteniamo: ™ = cosX - i-sinx

Sommando (sottraendo) membro a membro le due uguaglianze otteniamo:
ix + e-ix ix _ e-ix
COSX=—2 sinx=

2i

Le quattro formule cosi ricavate sono dette formule di Eulero.

Sviluppo in serie di Mac Laurin delle funzioni elementari

2 3 n +o0 n-1 +o N
X _ X X X ny _ X _ X
A TR T (e )‘E(n-gr%m X <R
et g er a3 "
R,(x,0)= XXM < X" con 0<9<1 ed x>0

(n+1)! (n+1)! (n+1)!
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X
Per tutti i valori reali di x abbiamo: R,(x,0)< (n?-’rl)' -\x””
e e 3
Se xe[-1+1] R,(x0) = (n+1)!' < (n+1)

Se poi vogliamo che I’errore commesso sia minore di 107 dobbiamo scrivere:

R,(x,0) <107 ciog: 3 a0t=t cioe (n+1)!>3-10

(n+1)! 10
3 S 2n+1 +0 2n+1
sinx = x- 4+ X ____+(_l)n X +o(x2n+2): Z(—l)”.xi < <R
3! 5l (2n +1)! n=0 (2n + 1)!

_/ N Cos8x  2n+3
Rn(X,O)—('l) (2n+3)!.x

2n+3
X

()
‘f (X)‘Sl vVxeR A VneN A |C0$9X|Sl = Rn(X,O)S(2n+3)!

2 4 2n ¥ o
_ X X n X an+l1) _ "X
cos X =1 - 5 + i _.+(-1) (2n)! +o(x ) = n;)(l) W X eR

_( 1\l cosIx  2n+2
Rn(X,O)—( 1) (2n + 2)| X
|X|2n+2
‘f‘”)(x)‘gl VxeR A VneN A [cosdx/<l = R (x0)<—+
(2n +2)!
cosgx _ xB -
Rq(x,0) = TR (|R4(x,0)| si ottiene per n=3)
2 3 n +o0o n
X X n x n-1 X
In(1 + x) = x - 5 + 3 + (-1) o + o(xn) = nZﬂ(l) ' o ~1<x<1
1 n+l 1 |X|n+1
X
2 3 n
3 X X X n
|n(l-X)—-X-7-?- '7"’0()() -1<x<1
1 n+l 1 |X|n+l
X
Rn(X,O)Sm(mJ oppure Rn(X,O)‘Sm 1——|X|
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In 1+X = 2X + X3 + 2)(5 Foeeens 2 2n+l =
1-Xx (2n + 1)
3 5 2N+l 2N+l Lo 2n-1 l<x<1
=2 + = 4+ 4= 4. =2 - =2 B
T3 (2n + 1) 2on 1) )

l+za(a 1)(a- i)l (a-n+1)Xn:+Z°'ia(a-1)(a-2)~--(a-n+1)xn

con -1<x<1 seag>0 ; -1l<x<1ls -l<a<0 ; -1<x<1 se a<-1

Rn(x,o)‘<%“(“‘1)((i;21§;"(0!—n) et

3

- 1x)1 +oo I
arcsinx= x+6x + 250 15 x7+...+M+ ( 2n+2) (2n-1) x2n+1

336 (2n)1(2n+1) Z 2n 1y 2n+1)

.b
OOO

-1<x<1

arccosx:%_x_lxs _ixs _£X7 ..... M+O(X2n+2):£_ iuxzn +1

6 40 336 (2n)11(2n+1) 2 f=i(2n)1(2n+1)
-1<x<1
3 5 2n+1 +o0 on+1 2n+3
X X n X N+2)_ X Ix
tgx=x->+ X)X ( )- 1 _1<x<1 R, (x,0)<
arctgx=x 3 5 (1) 2n +1 o\ HZ;)( )x2n+1 X (%.0) 2n+3
+00 2n+1 3 5 2n +1
arccotg x = z ” xS + -1<x<1
“~2n+1 3 5 2n + 1

Lo x+x2x3 458 ~--+(-1)nxn + o(xn) = i(-l)nx”:zoi(-l)n'lxxn'l
1+Xx n=0 n=1

o2 3 e D +0(xn): ix“ :ixn'l

1-x n=0 n=1
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1 T +o0

5 = Z(-]_)szn =12 A -+ X - x4 = z(_l)n-lxx2n—2
1+X n=o n=1

- -1\ +o0 } 1\
1+x:1+%x_lx2+ix3_£X4+_”+(_l)n1(2n 1)..Xn+o(xn)_z(_l)n1(2n N g

= X
8" 48 384 (2n )1 — (2n )1
-1<x<1
2n - 1)
L :1-1x+§x2-ix3+£x4+ ..... (_1)n( )xn+ ...... =
A+ x 2" 8" 16 128 (2n)
1-£x+13x2-135x3+1357x4+ ..... + ( )(-1)nxn+...: ~1< x <1
2" 24" 246 2468 2.4.6.-(2n)
1-3:5--+(2n -1 < 2n - )N
SRt e = S T
b 2.4.6---(2n) e (2n)1
2n-1)N <& (2n-1)1
Lo le32,5,8, 354, +( ) xn+...:z( ) X1 1<x<1
1-x 2" 8" 160 128 (2n)1 S (2n)n
< (2n - 1) .
1 :z—( )XZ“:1+£XZ+13X4+135x6+--- -1<x<1
1-x2 &= (2n)n 2 2.4 2.4.6
tgx=x+ 1825, 11,7, 3,9, o(xlo)
3 15 315 891
S s LR N v o(x°)
8 15 90
9% =g x+ Dy Ly w350 30y 99 o, BT +0(X8)
2 2 8 120 240 720
aaresinx _ gy ey by S L ey By o(xs)
2 3 24 6 144 126
BArOX gy e L Ty ey B 1oy o(xa)
2 6 24 24 144 1008
AreOX _ gy e Lie T Ly e Ly o(x*)
6 24 24 144 1008
3 5 2n+1 +o0 2n +1 +00 2n -1
sinhx:£+x_+x_+ ...... +X +0(X2n+1):z X :Z X
TRETIY (2n +1)! S (2n+1)1 & (2n-1)!
2 4 6 2n too 20 +oo n-2
coshx:1+x_+x_+x_+ ...... + X +0(X2n):zx :Z X
21 41 6! (2n ) ~(2n) Z(2n - 2)
tanh x = x - Ex3 245 . £x7 + ﬁxg + o(xlo)
15 315 891
-36 -
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(2n - 1)1t = 1.3.5.7-+(2n - 1) (2n)!l = 2.4.6.8--(2n)

X _ e-X eX + e-X

sinhx = coshx =

Sintesi della formula di Taylor
La formula di Taylor (o la formula di Mac Laurin) con il resto di Peano é utile per il

calcolo di limiti di funzioni e di successioni.

f(x):é%(x—xo)k+o((x—x0)”): f(x,)+ f’(xo)(x—xo)+%f”(xo)(x—xo)2+
%f"'(xo)(x—xo)3+---+%f(“)(XO)-(x—xo)n+o((x—xo)n)
o piccolo di (x—x,)" significa che ”mwzo

XX, (X—X )

0

La corrispondente formula di Mac Laurin é:

f(x):zn: ) X“+0(x")=f(0)+ f’(O)x+%f”(O)x2+% F(O)C 4t & £(0)-x"+0(x")

o k! n!

. 2 3
Ricordando che esz=1+x+£x2, eld X=1+x+1x2+£x3, tg x=x+lx3, X olixs X
2 2 3 2! 3!

3 3
ex_esinx 1+X+}(2Z+X6_i_\x—% L 1
calcolare il seguente limite: Iin(')l—:lirrol I :Iing 16 =
X—> tgx_x X—> /)(+3X3—)(/ X—> 3X3 2

Formula di Taylor con resto: dimostrazione
La formula di Taylor ci dice che & possibile approssimare una funzione f(x) mediante un

polinomio di grado n ed un resto R (X,x,) ce tende a zero piu rapidamente di (x—xo)", cioé

R, (X,X,) € nel punto x, un infinitesimo di ordine superiore rispetto all’i infinitesimo (x—x,)".

Adesso vogliamo dimostrare ce risulta:
1

f(x):f(x0)+f’(x0)(x-xo)+%f”(xo)(x-xo)2+-..+ n—!f(”)(x0)~(x-x0)” +R,(%,%,) [1]

(x-%,)" + R, (x,%,)

f(k)(x )

f(x)= 2
£
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Dove, per k=0 intendiamo: ' (x,)=f(x,) e 0!=1

Sebbene si conoscano diverse dimostrazioni della formula [1], nessuna di esse sembra avere un

punto di partenza evidente. Dimostreremo la formula [ 1] partendo dalla seguente identita:

[ f1(t)-dt=["d £ (t)=[ £ (t)] =f(x)-F(x,) con x,<t<x
Questo ci consente di scrivere la seguente identita, ricordando che la x, estremo superiore di

integrazione, € una costante rispetto alla variabile d’integrazione t.

()= 06)+[[ 1/(0)-de= 1 (x)+ [} £(8)-d(0)= F () [ (¢=)- (O, =] (¢-x)-a ()

X

F(x)=F (%) +[(t=x)- /(1) | =] (t=x) £7(t)-dt = (x,)+[(t=x)- () | +j:0(x—t). f7(t)-dt
F(X)=F () H(x=%,): F/(x) =5 [} £(0)-d(x- )

f(x)=1 () +(x%,) £'(x) [(x=1)" ()] w2 (=) ()t

F(X)= 1 (6)H(X%,) F/(x) 45 (XX ) (%, 5 [ (x=t) - £ (1)

Continuando di questo passo, tenendo presente che x non dipende dalla variabile d’integrazione t e
quindi rispetto ad essa puod essere ritenuta una costante otteniamo:

f(x)=f (xo)+f’(x0)(x-x0)+Zl!f"(xo)(x-xo)2 S r?l f(”)(xo)-(x-xo)n +R, (X,%,)

n
dove Rn(x,xo):j:%-f(““)(t)-dt rappresenta il resto o il termine

complementare della formula di Taylor.
Se tralasciamo il resto Rn(x,xo) otteniamo il polinomio di Taylor che approssima la funzione
f (x). L’errore commesso i n questa approssimazione & cio che & misurato da R, (X, X, ).

Spesso si puo stimare il resto Rn(x,xo) senza dovere valutare I’integrale che lo rappresenta. Tali

stime si basano sul teorema della media espresso in forma generalizzata.

Teorema della media generalizzata
Le funzioni g(t) ed h(t) siano continue Vte[x,,x] e si supponga che la funzione h(t) non campi

segno nell’intervallo [xo,x]. Questo significa che h(t) € sempre positiva 0 sempre negativa, cioé
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supponiamo ce la funzione h(t) sia strettamente monotona nell’intervallo [x,,x]. Esiste allora un

numero &e|x,, x| per il quale risulta: LXg(t)-h(t)-dt:g(g)-J:h(t)><dt

Ponendo h(t)=(xr_lf) e g(t)=f""(t) otteniamo: [ n!(n+1)=(n+1)!]

R, (X, XO):f(n+1)(a)'Ix ﬂ-dt=f(n+l)(é)-[-(x-t)nﬂ ]X =f(n+l)(%)'

(X-XO )n+1
(n+1)!

% nl n!(n+1)

—e ® *—> x

Resto di Lagrange X 9 X

Se poniamo 0<9<1 possiamo scrivere: &=x,+9X

R, (X, XO):f(n+l) (g).%:f(ml) (XO +19X).()((r;:(_°1))n!+

R,(X,X,) puod essere espresso in diverse maniere. Se s € un numero intero positivo arbitrario

(X-XO )n+1 .(1_19)n+1-s
s-(n)!

Con @ conveniente numero compreso tra zero ed uno che dipende da x_, x, s (e da f).

abbiamo: R, (x,x,)= xf(" (x,+9x) Resto di Schlmilch

(x-%,)"" x(1-9)"

(n)!

Per s=1 abbiamo il resto di Cauchy R, (x,x,)= xF" (x, +9x)

Per s=n+1 abbiamo il resto di Lagrange:
Il resto di Peano assume la seguente forma: R, (x,X, ) = W-[f(”“) (%,)+ a(x)]

Con lim g(x):O In questo caso la [ 1] puo essere scritta nella seguente maniera:

X=X,

f(x)= i f(k)k(lxo).(x-xo)“+s(x)-(x-xo)n+l Con anxlg(X):O
k=0 ]

Nell’applicare il resto nella forma di Lagrange non possiamo calcolare il valore esatto di f(””)(cf).

Di esso possiamo dare soltanto una stima, ad esempio, applicando il seguente teorema.
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Teorema: Se esiste una costante positiva M per la quale risulta ‘f(””)(x)‘ <M
Vxel (xo) allora Rn(x,xo) verifica la seguente disuguaglianza:

(n+1)!

x| |
<M- ! [13] Taylor |Rp(x0)| <M-

(n+ 1)

Se poi vogliamo che I’errore commesso sia minore di una prefissata quantita ¢ basta porre:

L J(n+1)!
< M-w < ¢ [15] cioé basta scegliere: |x - x,| < N ef(mr1)] [16]
(n + 1) M

Se sostituiamo la funzione f(x) col suo polinomio di Taylor e se vogliamo che il valore di f(x)

|n+1

[14] Mac Laurin

[Rp (x.%,)

‘ Rn (%.X,)

|x-x0|n+1
<M-

— -(m +1)
—(n N 1)! <g=10

abbia m cifre decimali esatte allora bisogna porre: ‘Rn (%,%,)

C.N.S perché una funzione f(x) sia approssimata dal polinomio di Taylor & che essa sia continua

assieme alle due derivate di ordine n, nel punto X, .

|n+1

. : . . . X=X
Poicheé per ogni xel (xo) prefissato risulta: I|m|—0
% (n+1)!

=0 deduciamo che I’errore puo essere
reso piccolo sia scegliendo piccolo |x—x0|, sia aumentando il valore di n (il che richiede maggiori

informazioni sulla funzione f (x)).

La serie binomiale

Consideriamo la funzione potenza di esponente a.: f(x)=(1+x)" con aeR—{0} e xe]-L -+

se a<0 , xe[-1;+o[ se a>0.
Ci poniamo il problema della sua sviluppabilita in serie di Mac Laurin.

f(x)=(1+x)" = f(0)=1 ; f'(x):(>t(1+x)m'1 = f'(0)=a ; f”(x)=0L(0z-1)(1+x)m'2 =
r(0)=aue1)={ 213 £ (0=u(an)-2)(102)" = (0)=auen)(a2)-{ |

" (x)=a(a-1)(a-2)--(a-n+1)(1+x)"" = f(n)(0):a(a_1)(a_2)...(a_n+1)=(a].n!

Quindi lo sviluppo in serie di Mac Laurin della funzione f (x)=(1+x)" &:
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x"+
n!
. \ . a o o) , o) .
Tale serie puo essere scritta nella forma: (1+x) =1+ 1 X+ ) X“ .+ 0 X" -1<x<1
£ (0 ~1)---(a—-n+1) D .
Avendo posto, VneN, nl( ):a(a )nl(a ): F‘)"“:(ZJ = coefficiente

binomiale generalizzato (ngl

La serie binomiale converge Vxe|-L1[, per cui in tale intervallo la funzione f(x)=(1+x)" &

sviluppabile in serie di Mac Laurin. Inoltre la funzione f(x)=(1+x)" & sviluppabile in serie di

Taylor in ogni punto x,e]-1+0[ Vxe]-1;2x,+1 -1 X 2%, +1

La serie di Taylor di punto iniziale x, é:

(e (o) o ) oo Jen ) oo s

Dimostriamo che il raggio di convergenza della serie binomiale di Mac Laurin e 1.

_jim|@(@=t)(a-n+1) (n+1)! o+l
_”—>+°°‘ n! a(a—l)~--(a—n+2)_"—>+°°|a—n+2|_

p=lim |2

_n_
n—>+0| g .
N+

a(a—l)---(a—n+1)(a—n+2):[a(a—l)---(a—n+1)]-(a—n+2)
Lo sviluppo in serie di Mac Laurin della funzione binomiale vale:

01) Vxe[-L1]sea>0 02) Vxe]-L1]se-1<a<0 03) Vxe]-11 sea<-1

Casi particolari: a=-1

L = 1-x+x2-x3 + x4 -~--+(-1)nxn +o(xn): i(-l)"x“zi(-l)n'lxxn'l

1+Xx n=0 n=1
l n + o0 +o0 n-l
—:1+x+x2+x3+x4+---+xn+o(x ):Zx”: X
1-Xx n=0 n=1
-1< x <1
l + o0 + o0

o Z:(-l)zx2n =1-X2+x XA - x4 = z(_l)n—lxx2n-2
n=0

n=1
4] -
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1
o=—
2
) -1\ o0 ) -1\
1+X:1+1X_1X2+ix3_£X4+...+(_1)n1(2n 1) n+0(xn):2(_1)n1(2n 1)"Xn
2 48 384 (Zn)!! = (2n)”
-1<x<1 a:—l
2
-1\
L :1-1x+§x2 -ix?’+£x4 +o +(-1)nuxn+ ...... =
JL+ x 2" 8" 16 128 (2n)!
1-lx+ 1.3X2 ) 1.3.5X3 N 1.3.5.7X4 . +1.3.5...(2n-1)(_1)n Ny = qey<t
27 24" 246 2-4-6-8 2-4-6---(2n)
=1-35-+(2n-1) n.n _ &, n(2n-1)0
_1 = _1 A
22 a6 D= 2
Sostituendo x con —x? otteniamo:
o0 - 1) ) .3.
; =Z(—2n 1)"X2"=1+1X2+13X4+135X6+ -1<x<1
1-x2 & (2n)n 2 2.4 2:4-6

Integrando termine a termine otteniamo:

2n - 1x)! i 2n - 1)
arCSinX:X+éX3+3X5+15X7+-'-+(X)+O(X2n+2):X+ Z()X2n+l

40 336 (2n)1(2n+1) =i(2n)N(2n+1)
-1<x<1
! =1 +1x +§x2 +£x3 +£x4 + o + (Zn_l)”xn + =i (Zn-l)”xn 1<x<1
1-x 2 8 16 128 (2n)n =5 (2n)l!
-1\ 4o -1\
a_r(;cos,)(:z_)(_lxs_ixs_1_5)(7 ..... M+O(X2n+2):£_zuxzn+l
6 40 336 (2n)1(2n+1) 2 Zi(2n)(2n+1)
-1<x<1
3 5 2n+1 +o0 on+1 2n+3
X (2 2) =S R X X
arctgx=x 3 + c +(-1) o +l+o(x ) nzo( 1) ><2n+1 1<x<1 Rn(x,O)s2n+3
+00 2n +1 3 5 X2n+l
arccotgx = . =X A — et + —1<x<1
=2n +1 3 5 2n +1

tgx=x+ %Xs + iX5 + £X7 + EXQ + O(Xlo)

15 315 891

esmx:1+x+%x2-1x - —X - —X +ix7+o(x8)
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X — g pxalyeplye 1 350 37 0s 99 6 (18T +o(x8)
2 2 8 120 240 720
earcsinx =1+x+ 1x2 + ix3 + ix4 + lx5 + Lxe + £x7 + o(xs)
2 3 24 6 144 126
aarctgx _ o 1o 1a T4 1 296 1 s +0(Xs)
2 6 24 24 144 1008
@rotgX g Ly p b Lo T Ty D Loy O(XB)
6 24 24 144 1008
3 5 2n+1 +0 2n +1 +00 2n -1
SinhX:£+X—+X—+ ...... +X—+O(X2n+1):zx—:zx—
11 31 5 (2n +1)! “(2n+1)1 & (2n-1)!
2 4 6 2n +o0 2n +o0 2n -2
Coshx:1+x_+x_+x_+ ...... + X +0(x2n):zx :Z X
21 41 ¢! (2n ) ~(2n) Z(2n - 2)
tanh x = x - 1x3 i S . £x7 + 7—3x9 + o(xlo)
3 15 315 891
(2n - 1)1 = 1.3.5.7--(2n - 1) (2n)1l = 2-4.6-8--(2n)
sinhx = &~ © coshx = & T €
2 2

Da tale serie possiamo ricavare valori approssimati della funzione arcsin x per XE[—l;l] :

Adesso troviamo un confine superiore dell’errore che si commette prendendo i primi n termini dello

sviluppo in serie. Supponiamo che 0<x<1 (I risultato trovati saranno validi anche per —1<x<0).

Nell’intervallo ]O;l[ e per n>a—1 abbiamo: (1+x)°“"'1 :éﬂ Di conseguenza:

(1 + X)n—(a-l)

10 () (1)@ 2)- () (1%) el 1)@ 2) (- )} =M R

n+1

Sapendo che ‘f(”“)(x)‘sM eR" risulta: R”(X)‘S(:Jrl){M e, quindi, possiamo scrivere:
a(a-1)(a-2)-(a-n) ..,
‘R“(X)‘T (n+1)!

(Se n é I’ordine della derivata di f (x) , 1 termini della serie sono n+1).
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® La serie binomiale puo0 servire per calcolare, con I’approssimazione voluta, il valore aritmetico di

/N, con N>0. Per 0<N=1+x<2 con O<x<l si applica direttamente lo sviluppo di Mac
Laurin della funzione f(x)=(1+x)". Per N>2 possiamo scrivere: N=a'+x dove a’ & la piu

grande potenza r —esima intera che non super N. (N =83=3"+2).

1 1 X2 1 XS 1 Xn
Wza 1+ r |-—+|r '7"' N — Hr | nr+“
1 2 3)2 n)2

i i M,
oL (]

A “*
= () () [L* L)
Sy
24

Dimostrazione:

44 -
Pagina 44 di 58



Unita Didattica N°27 Rolle Lagrange Cauchy De L’Ospital Taylor -45 -

hoca(d)( ﬁs)"‘"@%%) (4}

/ ) anw-«.tbkc«_ d”t" r‘@
A it

pe>
| 4(de) /1=
% 2 (L«n/
MM (m+q))
!
- (A ) (2=1) --- Cl’“‘& 4]
= 4 yeme /z
@/[H, ]/L"H‘L (1A) 'Q‘""
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n
N.B. Puo capitare di dovere sviluppare con Mac Laurin una funzione del tipo: f (n):(l+%j

Possiamo utilizzare la serie binomiale

o(a-1)

(1+X)a=1+ax+

. 1 n In(l+—] n-In(l+—2) . . . . .
Oppure scrivere: f(n):(1+—J =e ' " =¢ ' "/ epoi utilizzare gli sviluppi:

nZ
2 3 n
In(1+ x) = x - X? + X? et (—l)nx— + o(xn) ~1<x<1
3 4 n+1 2 3 n
x-In(1+x):x2—x—+x——---+(—1)nX—+ o(xn+1) X =tex+ 2+ X o(xn)
2 3 n 21 3! n!

Formula di Taylor col termine complementare di Peano

Col nome di Polinomio di Taylor intendiamo un polinomio di grado n capace di approssimare

in un opportuno intorno del punto x=x, la funzione f (x) con un errore piccolo quanto vogliamo.
Data una funzione f(x), derivabile n volte in un opportuno intorno del punto x=x,, vogliamo

determinare un polinomio P,(x;x,) di grado n tale che:

lim f(x)-P,(xX,)
o (X_Xo)n

=0 [11 [= f(0)-P(xx)=0((x-x,)')]

cioé vogliamo determinare un polinomio tale che I’errore che si commette sostituendo la funzione
f (x) col polinomio P,(x;x,) tenda a zero pid rapidamente di (x—x,)", cioé sia un infinitesimo di
ordine superiore rispetto all’infinitesimo (x—xo)”. Esiste un solo polinomio P,(x;x,) che verifica
la relazione [1], cioe il Polinomio di Taylor puo essere costruito in una sola maniera ed é del
tipo: P, (%X, )=a, +a, (X=X, )+a, (X=X, )" +a, (x-%, ) +---+a,, (x-x,)" +a,(x-%,)" [2]

Si dimostra che il polinomio di Taylor relativo alla funzione f (x) e di punto iniziale x, risulta

uguale a:
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(X, 1., 1 .m n
P, (X, X, )=T, (X, %, )=f (%, )+ (1! )(x-x0)+2!f (xo)(x-x0)2+~--+af( 1(%,)-(x - %,)
Dimostriamo che il polinomio
f' Xo 1 " 1 n n
Ry 0% )= (x)+ T (e o o L) ()

é I’unico polinomio di grado n per il quale la differenza R (x)=f (x)—P,(x;x,) & nel punto x,,

un infinitesimo di ordine superiore rispetto all’infinitesimo principale (x - xo)n. Questo significa

che dovremo dimostrare che risulta: lim w ==1lim F(x) - Py (Xix,) =0

X—>X, (X'XO) X=X, (X'XO )n

Una volta provato questo potremo scrivere: f (x)=P,(X;x,)+R, (X, X,)

Dimostriamo il teorema nel caso particolare di n=2. In questo caso risulta:
f(x)= P,(x%,) :f(xo)+f’(x0)(x-xo)+;f”(xo)(x-xo)2
Debbo dimostrare che il resto R,(x;x,)=f(x)—P,(X;x,) & un infinitesimo di ordine superiore

rispetto all’infinitesimo (x—x, )2. Infatti risulta:

1N )
X=X, (X—X )2 X=X, (X—X )2 X=X, (X—Xo)z

0o (o]

tim Fe(Xi%) o £ =R (xi%) f(x)_f(X°)‘‘”(Xo)(x—xo)‘;f"(xo)(x—xo)2

Questo limite si presenta nella forma indeterminata %; per calcolarlo applico la regola di De

L’Hospital, ottenendo: lim F10x) = (%)= (%) (x=x%,)
X% 2(x—x,) X% 2

Quindi sostituire f(x) con P,(x;x,) significa commettere un errore R, (X;x,)=f (x) — P,(X;X,)
che e infinitesimo di ordine superiore al due rispetto all’infinitesimo principale x—x,. Concludendo
possiamo affermare che sostituire la funzione f(x) col Polinomio di Taylor del secondo ordine

significa approssimare il grafico della funzione f(x) con una parabola passante per il punto

PO[XO; f (XO)] e tangente al grafico della funzione f (x) in tale punto.

R, (X%, ) _lim f(x)-P(xx,)

Nel caso generale abbiamo:  lim — - .
X=X, (X—XO) X=X, (X—Xo)
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f”(x){zf”(xo)(x—xo)2+---+ ! !f(”)(xo)-(x—xo)"z}
= n(x-x)"" )

Applicando il teorema di De L’Hospital n—1 volte otteniamo:

: _ : ™ (y) — M
lim Rn(x’xon) = lim f(X) Pn(nx’xo):“m f (X) f (XO):O
X=X, (X—XO) X=X, (X—Xo) X=X, nl
tH H®Y f’ XO 1 " l n n
L’identita f(x)=f(x,)+ (1! )(x-xo)+2!f (xo)(x-xo)2+---+af( 1(%,)- (%%, )" + R, (X,%, )
con Rn(x,xo)zo((x—xo)")

Prende il nome di formula di Taylor della funzione f(x) di ordine n e di punto iniziale x,
Nel caso particolare di x,=0 la formula di Taylor prende il nome formula di Mac-Laurin

X = (0)+1/(0) X+ F7(0) X7 + = £ (x, )X ++-+ — £ (0).x" +0(x")

5 0(0)
Z‘) n! 21 3! n!

F(x)=
La funzione R, (x,X,) prende il nome di termine complementare o resto della formula di

Taylor e rappresenta, in valore assoluto, I’errore che si commette quando sostituiamo la funzione

f(x) col polinomio di Taylor P,(x;x,). Pertanto se sostituiamo il termine complementare

R,(X,X,) possiamo scrivere:

£(x)~ f(x,)+ f'(xo)(x_xo)%f"(xo)(x_xo)u...ﬁf<">(xo).(x_xo)”

Per n=1 abbiamo: f(x)~ f(x,)+ f (X")(x—xo) cioé approssimiamo il diagramma della

funzione f(x) con una retta.

Q
—
—~
x
o
~
+
—
—
<
N—
—
x
|
>
o
~
+

Per n=2 abbiamo: f(x) %f"(xo)(x—xo)2 cioé approssimiamo il

diagramma della funzione f (x) con una parabola.
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Le formule di Taylor Mac Laurin con il resto secondo Peano esprimono una funzione
f (x) come somma di un polinomio di grado n (detto polinomio di Taylor) con un termine (il
resto) che puo ritenersi trascurabile, nel senso che I’errore commesso con la sua omissione € un
infinitesimo di ordine superiore rispetto a (x—xo)n e quindi tende a zero piu rapidamente di

Mac Laurin propongono una formula di

(x-x%,)". Le formule di Taylor e di
approssimazione locale (significativa in un intorno di X,) che possiamo fare diventare sempre piu

" [

adeguata aumentando il grado n del polinomio approssimante.
Grafico della funzione f(x)=sinx

e grafici di alcuni polinomi di Mac
approssimano  la

Laurin  che
sinusoide in un intorno del punto

zero.
“Sviluppare in serie di Mac Laurin la funzione f(x)=e* "
La funzione esponenziale f (x):eX e continua e derivabile ¥V xeR
f®(x)=e* vneN  f™(0)=1 vneN f(x)=f'(x)=f"(x)=f"(x)==f"(x)=¢"
f(0)=f'(0)=f"(0)=f"(0)=--=f™(0)=e"=1
2 3 n +o0 n-1 +o0 N
X _ X X ny _ X _ X
e -1+x+z+§+---+m+o(x )_nz;(nl)l_§n' [23]
“Sviluppare in serie di Mac Laurin la funzione f(x)=sinx”
=

La funzione f(x)=sinx & illimitatamente derivabile e continua VxeR. f(x)=sinx

f(0)=sin0=0; f'(x)=cosx = f'(0)=cosO=1
f"(x)=-sinx = f"(0)=-sin0=0; f"(x)=-cosx = f"(0)=-cos0=-1;
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f@(x)=sinx = f“(0)=sin0=0;
Generalizzando abbiamo:
fED (x) = (-1)k .cosx  f@(0) = (-1)k f&(x) = (-1)k sinx  f#(0)=0
La prima caratteristica notevole di questo sviluppo in serie di Mac Laurin & che non ci sono termini
corrispondenti ad indici pari. Quindi lo sviluppo della funzione f (x) =sinx in serie di Mac Laurin
3 .5 2n+1 oo 2n+1

"y oy X7 X n x 2n + 2\ _ n X
e il seguente: sinx=x- T + N -+ (-1) (2n+1)!+0(x ) - n;(l) m

“Sviluppare in serie di Mac Laurin la funzione f(x)=cosx "

Valgono le stesse considerazioni fatte per la funzione f (x)=sinx.
f(x)=cosx = f(0)=cos0=1; f'(x)=-sinx = f'(0)=-sin0=0
f’(x)=-cosx = f"(0)=-cos0O=-1; f"(x)=sinx = f"(0)=sin0=0;
f@(x)=cosx = f¥(0)=cos0=1;
Generalizzando abbiamo:

FED(x) = (1) sinx  F*P(0)=0  f(x)=(-1)"-cosx ™ (0)=(-1)

Quindi lo sviluppo della funzione f (x) = cosx in serie di Mac Laurin é il seguente:

2 4 2n o on
_ X X n X 2n+1\ _ n X
cosx=1- 2+ () (2n)! +O(X ) - HZ:O(-l) (2n)!
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3 5 2n+1

: L L n T 2n+1
== - = -1 +
sin 2= 37 = 57+ 57+ D gy o

3:2 :34 . Izn. -
cnsm—l-—§+-—+ 4 (=1) (2n)!+0($ )
tg +I3+ 2 + 7 + o(z®)

g T = — -t = - 0
o 57 *315%
I3 :L‘S ﬂ;3:2:11.+1 it
arctg:::—sc—?+——5—+...+(—l) 5 +1+o(m )

2 n
e = 1+T+ o +.. +I—+o(z”)

71 n!

r z© I 2! 2n+1
R e +
sinh z 1+3l+51+ +(2n+1)! o(z""")

IE $4 Iin 55
Coshm—1+§+-——+ (2 ),+0($ )
| 2 2 5 17 .
tanh z = iIT——‘}'EI —mm +D(I)

2 3 £
ng(l+$):I—%+%+ A+ (— 1)"”’1 - + o(z™)
(a—1

A+2)*=1+az+— (c; ):::2+...+
n:-(cr—l)-..;-(a—n+l}‘$n+ﬂ(mn)'
n!
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o I3 $5 2n+l Sl
In = — — (=D + o(z*™
sinz = 7 — gy + gy e+ CD Gy HeET)
IZ :1:4 - Zn. -
cosz—lu—~2—1+-——+ 4+ (=1) 2n ),+D(I )
(g +:1:3+ 2 N 17 + o(c®)
o o= I Sy —_ 0
TeT 57 *357
IB :L‘5 nIan _
arctg:n—z—?+——:_)—+...+(—l) 5 +1+0(m )
7 mn
eF =14z o+, +$—+o(z“)
21 n!
. T 2 T st 2n+l
— +
sinh 7= 13+ g+ sp e G Ty HolET)
IE I4 En o
cosha:—1+§+—r—+ (2 )1+0($ )
| 2?2 17 .
— - — 4 —1 — —— 1 +
tanh z =z +15:1: 3159: o(z”)

2 3 n |
10g(l+$):x—%+%+...+(—1)”_1i—+0($“)
(-1

A+2)*=1+az+— (E; ):cz+...+
+a'(ﬂf—1).";.(a—n+])-m”+g(m")_
n!

-56 -
Pagina 56 di 58



Unita Didattica N°27 Rolle Lagrange Cauchy De L’'Ospital Taylor

Calcolare I’ordine di infinitesimo delle seguenti funzioni:

(01) f(x)=sinx-x-e*+x*-cosx per x,=0

sinx=x—£x3+o(x4) —x-eX:—x(l+x+£x2+o(x2)j:—x—x2—1x3+o(x3)
6 2

xz-cosx:x2(1+o(x)):x2+o(x3)

f(x)=sinx-x-e*+x* -cosx:X—%xs—/x/—\x{—%xs+\>&+o(x3)=—%x3—%x3+o(x3)

f(x)=sinx-x-e*+x* cosx=— 2 +0(x3)

-57 -

Iirrg (:():—é = la funzione proposta, nel punto x, =0, e infinitesima del terzo ordine.
X—>! X
1 3x+1
02) f(x)=cos—=-,[—— per x—+ow
(02) f(x) KV P
cost=1—1t2+o(t3) per x—+oo e quindi per t—0 =L o cosi=1—£-1+o(£j
2 Jx Jx 2 X X
1
§/1+y:(1+y)3:1+%y+o(y) per x—+oo e quindi per y—0
3 X+1 3 1 1 (1j
y== —= —=1+=-—=+0| =
X X X X
f(x):cosi_SX_H'zi_l.l_/]_/_l.l_i_o(l =_§._+0(1
JX X 2 X 3 x X 6 X
51
lim ( ): lim X — _Z lafunzione proposta, per x— + oo, & infinitesima del primo ordine

(03) f(x)=(1+3x)"-1-x-In(1+3x) per X, =0 In(1+t)~t—%t2+%t3 e ~1+t
t=3x = In(l+3x)~3x—%-9x2+9x3 —x-In(1+3x)~—3x2+gx?’—9x4

(1+3X)X _ ex,|n(1+3x) _ e3x275x3+9x4 B 1+3X2 _gxs +£X4
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. f(x . e .
ImgL =% = la funzione proposta, nel punto x, =0, € infinitesima del quarto ordine
X—>! X

(04) Stabilire per quali valori del parametro « R ¢ infinitesima per x—+oo la funzione

2

X“+1 . T
f(x)=x"-In—— e calcolare il suo ordine di infinitesimo.
X

x* +1 2 1 1
——=1+— pongo y=— X=— X—>+0o & yYy—>0+
X* =1 X“ =1 X
2 2
In(1+ 22 ]:In 1+ 22y ~ 22y = 22
x° -1 y°-1) y -1 x°-1
2 a a
f(x)=x""1 X2—+l~ 22X lim f(x)=lim— 2X =0 se a<2 quando X—+o
X -1 X =1 X—>+00 X~>+oox -1

La funzione proposta € infinitesimase a<2 quando X—+.

Per stabilire I’Ordine di infinitesimo della funzione proposta se o <2 utilizzo come infinitesimo

. . 1 . .
campione la funzione g(x)== e calcolo il seguente limite
X

2x“

lim f(x)ﬂ lim X ﬁl 2- lim =
xa+oo|:g X)] X4>+oo(1 x40 X —1
X

Xa+ﬁ'

=2 a+p=2

La funzione proposta, per x—+ oo, é infinitesima di ordine f=a—-2 con a<2.

sinx sinx

(05) f(x)=In — per x,=0 leirgf( )-legglnT In1=0
sinx~x——x SMX_q 1y In(1+t) ~t t=—Ly In(l—lx2 Y
6 X 6 6 6 6
. ‘ _t
f(x):lnﬁ: nf1-1e]-—Ly im (ZX):Iim 6 _ 1
X 6 6 x>0 X x>0 X 6

La funzione proposta, nel punto X, =0, e infinitesima del secondo ordine. Con De L’Ospital

| sin x X XCOSX—SInx
f(x) n X . sinx X . XCOSX—SINX . XCOSX—SinX
lim =lim =lim =1-lim >—=1lim
x—0  x“ x-0  x“ x—0 a- X%t x>0 o -X*L.x x—0 a - XeH
_f(x) . —x-sinx 1 . L
lim ( ):Ilm =—= se a=2  Stesso risultato di prima
X—> X—> .
o x* Sa-(a+1)x” 6

-58-

Pagina 58 di 58



	Unità Didattica N  27
	Teoremi sulle funzioni derivabili
	Teorema di Rolle
	Teorema di Lagrange
	DIMOSTRAZIONE
	Corollari del teorema di Lagrange
	COROLLARIO N 1
	COROLLARIO N  2
	Teorema di Cauchy o degli incrementi finiti
	Teoremi di De L'Hospital
	Primo teorema di De L'Hospital
	Secondo teorema di De L'Hospital
	Esempi    ()
	Esempi      ()
	Esempi      ()
	Esempi      ( )
	Esempi      ()
	Esempi      []
	Polinomio di Taylor del secondo ordine
	Formula di Taylor e di Mac-Laurin con resto nel caso generale
	Polinomio di Mac Laurin di ordine n  con resto
	Polinomio di Mac Laurin di ordine 1  con resto
	Polinomio di Mac Laurin di ordine 2  con resto
	Polinomio di Mac Laurin di ordine 3  con resto
	Polinomio di Mac Laurin di ordine 4  con resto
	Sviluppo di una funzione  in serie di Taylor e di Mac Laurin
	Sviluppo della funzione  in serie di Taylor
	Sviluppo della funzione  in serie di Mac Laurin
	Sviluppo in serie di Mac Laurin delle funzioni elementari
	“Sviluppare in serie di Mac Laurin la funzione  ”
	“Sviluppare in serie di Mac Laurin la funzione ”
	Le formule di Eulero
	Sviluppo in serie di Mac Laurin delle funzioni elementari
	Serie binomiale
	Formula di Taylor con resto: dimostrazione
	Teorema della media generalizzata
	La serie binomiale
	Formula di Taylor col termine complementare di Peano
	“Sviluppare in serie di Mac Laurin la funzione ”
	“Sviluppare in serie di Mac Laurin la funzione  ”



