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Definizione di differenziale di una funzione

Sia f(x) una funzione derivabile in ogni punto del suo dominio [a,b]. Definiamo differenziale
della funzione f(x) relativo al punto x ed all’incremento A x = h il prodotto:
fr(x)-Ax = f'(x)-h
In simboli abbiamo: df(x) =dy = f'(x)-Ax = f'(x)-h [A]
Calcoliamo il differenziale della funzione : f(x) = X . Sapendo che Dx = 1, possiamo scrivere:
df(x) =dx = f'(x)-Ax = 1.Ax = Ax dx =Ax
cioé <<il differenziale della variabile indipendente coincide col suo
incremento A x = h>>,
Questo ci consente di scrivere la formula [A] nella seguente maniera:
dy =df(x) = f'(x)-dx
cioé << il differenziale di una funzione & uguale alla sua derivata prima per il differenziale

della sua variabile indipendente >>

o

—h
—

>
—
|

o

Risulta giustificata la seguente scrittura: fr(x) = = d_y
X

Definizione di integrale indefinito

Siano f(x) e F(x) due funzioni definite e continue nell’intervallo limitato e chiuso [a,b]. Se
risulta: [1] F'(x) = f(x) Vvxe[a,b] oppure dF(x) = f(x)dx vxelab] [2]
diciamo che la funzione F(x) & una primitiva della funzione f(x) nell’intervallo [a,b] .
Definizione: Una primitiva di una data funzione f(x) in un dato intervallo [a,b] & una
qualsiasi funzione F(x) la cui derivata & uguale alla funzione data.
Dsinx = cosx = sinx euna primitiva di cosx
Dtgx = 1 + tg°x = tgx éunaprimitivadi 1 + tg°x

Teorema: Ogni funzione continua ammette infinite primitive e due di esse differiscono fra

loro per una costante additiva.

Pagina 2 di 26



Unita Didattica N°29  L’integrale indefinito

Definizione: Sia f(x) una funzione definita e continua in un intervallo limitato e chiuso [a,b] .

L’insieme di tutte le primitive di f(x) in [a,b] prende il nome di integrale indefinito di

f(x) e viene indicato col simbolo j f(x)dx. Se F(x) & una qualsiasi primitiva di f(x) in
[a,b] e C & una costante qualsiasi, possiamo scrivere: j f(x)dx = F(x) + C [3]

f(x) ¢ detta funzione integranda, x variabile di integrazione, | ¢ il simbolo di

integrazione, f(x)dx &l‘elemento di integrazione.

L’operazione di integrazione indefinita consiste nel calcolo di tutte le primitive di una data

funzione. L’integrazione indefinita € I’operazione inversa della derivazione. Il grafico di una

primitiva della funzione f(x) viene detto curva integrale della funzione f(x).®
Teorema: La derivata dell’integrale indefinito di una funzione & uguale alla funzione
integranda f(x) .
Infatti: DI f(x)dx = D[F(x) + C] = DF(x) + DC = f(x) [4]
In forma equivalente possiamo dire che << il differenziale di un integrale indefinito
e uguale all’elemento di integrazione>>, cio€:
dj f(x)dx = d[F(x) + C] = F'(x)dx = f(x)}dx  [5]
Teorema: L‘integrale del differenziale di una funzione f(x) coincide , a meno di una

costante additiva , con la funzione f(x). Infatti:
[df(x)=[ f(x)dx = f(x) + C  [6]

Dalle formule [5] e [6] deduciamo che (a meno di una costante additiva), se scritti
consecutivamente, i simboli di differenziale e di integrale indefinito si cancellano reciprocamente .
Concludiamo affermando che le operazioni di integrazione e di differenziazione si annullano
reciprocamente in quanto I’integrazione € I’operazione inversa della differenziazione.

Osservazione N°1: Una funzione continua non & sempre derivabile, ma & sempre integrabile.

Questo significa che esistono funzioni continue integrabili ma non derivabili .

™ Vedremo in seguito che I’integrale definito rappresenta un numero reale mentre I’integrale indefinito rappresenta una
famiglia di funzioni

3
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Osservazione N°2 Sono sicuramente integrabili: 1) tutte le funzioni continue

2) tutte le funzioni aventi un numero finito di discontinuita di prima specie e di terza
specie.

A determinate condizioni, una funzione con qualche discontinuita di seconda specie puo essere

integrabile ('in senso generalizzato ) .

Quindi una funzione con un discontinuita di seconda specie , in generale , non & integrabile .

Proprieta dell’integrale indefinito

Una costante moltiplicativa k della funzione integranda puo essere portata fuori dal simbolo di
integrale indefinito, cioé: _[ k- f dx = kj
Infatti , derivando membro a membro, otteniamo:

Df k f(x)dx = Dk| f(x)dx = kD[ f( ke f(x) = k- f(x)

Teorema: L’integrale della somma algebrica di un numero finito di funzioni & uguale alla somma

algebrica delle singole funzione date, cioe:
j[f(x) + g(x) + p(x)Jdx = j f(x)dx + j g(x)dx + I p(x)dx
Infatti , derivando ambo i membri , otteniamo:

Df [(x) + g(x) + p(x)]dx = D[ f(x)dx + D[ g(x)dx + D p(x

f(x) + g(x) + p(x) = F(x) + g(x) + p(x)

Integrali indefiniti immediati

[ xndx = nx”++11 +C o onz-1 [[EXP-F/(Qdx = [ [F(x)]df(x) = [fn():)]n1+1 +C
1 fr 1
[ ax = mnj + C I f(())(())-dx - [ 4 100 = mlf () ©

I cosx-dx = sinx + C I f'(x)cos f(x)-dx = I cos f (x)-df (x) = sinf(x) + C

j sinx-dx = —cosx + C I f'(x)sin f(x)-dx = I sin f (x)-df (x) = —cosf(x) + C
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_ frix) o df(x) _
Icos dx=tgx + C -[coszf(x)dx_jcoszf(x)_tgf(X)JrC
1 _ f'(x) o df(x)

J.sinzxdx_ cotgx + C I—sinzf(x)dx_j—sinzf(x) = —cotg f(x) + C
[edx=e +cC [ f(x)e™dx = [e™df(x)=e™ +C
jaxdx _ 2 e j fr(x)a"™dx = I a'™d f(x) = at” +C

Ina Ina
_ f'(x) o df(x)
I s dex = arctgx + C I e [f(x)]zdx = I s [f(x)]z = arctg f(x) + C
j o arcsinx + C j = f = arcsin f(x) + C
J1- X J1- [f 1/ [f
1 f(x)
—_ df(x)=Injtg—=+C
J.slnxdx Intg J-sinf(x) (x)=Inftg 2 i
—d Injt C f I
COS X X= ng[ 4j+ -[cosf()OI (x)= ntg{ }
I 21 - dx:ln‘x+ x?+a’|+ .[ ! - =In[x+,/ f
Ve (0T <2
I 21 de:larctg5+c J;Zd f(x)=1arctgLX)+C
a +x a a ah{f(x)] a a
[sinhx-d x=cosh x+C [sinh £ (x)-d f (x)=cosh f (x)+C
[cosh x-d x=sinhx+C [cosh f(x)-d f (x)=sinh f (x)+C
I ! - d x=settsinh x+C:In‘x+ 1+ x° ;zd f (x)=settsinh f (x)=In x+,/1+[f (x)]z‘
Y1+ X 1+ f(X)]
. 1 . 1 —3x 1 —3x 1 -3x
j sin5xdx = —I sin5xdb5x = —=cosbx + C , je dx = ——J‘ e d(—3x) =—-——e7+C
5 5 3 3
101 101
I(z_ 100 :_J' 10°2+1):1M+C:M+C
2 101 202
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2
J‘ﬁdX:%J‘(XZ +1)u2d(x2+1):%u+cz\/m+c

N~ +

| LU Ly gic
3x-1 37 3x-1 3

1+ x 1
e =‘IH=§'”(“ <)+ C
jtgxdx = _[ smx —j dc((:)(;SxX = —Incosx| + C
[ cotgxdx = | Z?:: = | d;:]nxx = Infsinx| + C
1
Il+x =—I () (2)=Earctgx2+C

Integrazione per decomposizione in somma

Il metodo di integrazione per decomposizione in somma consiste nell’esprimere la

funzione integranda f(x) mediante la somma algebrica di due o piu funzioni delle quali sappiamo
calcolare I’integrale indefinito.

1 sinx + cos® X
Iﬁdxzj. — > dx:I dx +J' dx = —cotgx + tgx + C
sin® x - cos® x sin? x - cos® x sin? x cos® X
X 1+ x -
I dx=J. J.dx—j dx=x—|n|1+x|+C
1+ x 1+ X
COS2X cos’ X — sin?x cos? X sin® x
———  dx = - dx = | ————dx - | ————dx =
J.sinzx-coszx I sin? x - cos® X J-smzx-coszx jsmzx-coszx
1 1
=I_2dx—j >—dx = —cotgx — tgx + C
sin? x cos® x
‘f;dx B j Cos’ X + sinzx _[ COSX J~ smx .[ dsinx J~ dcosx _
Sin X -COS X SinX-COSX smx cosx sinx COSX
= Insinx — Incosx + C = Intgx + C oppure :
1 1 dtg x
[ot =]t =99 gy 4
SinX-Ccosx tg X - cOS® X tg X
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I(:«’)x4 - 2x3 + 5)dx = 3] x*dx — ZJ. x3dx + 5_[ dx = ng’ - %xz +5x + C
j sin®xdx = J. sinx-sin® xdx = .f sinx-(l — cos’ x)dx = .f sinxdx — j sinx-cos? xdx =

1
= —COSX + _[ cos? xd cosx = —COSX + gcossx +C

I cos* xdx = I cosX-cos® xdx = I cosx-(l — sin® x)dx = I cosxdx — I CoS X - sin? x dx

] ] ] ) 1 .
= sinx — j sin> xd sinx = sinx — gsm?’x + C

de :j 1 _coszx+sin2x

cos” X cos? X cos? X dx:J.(lthgzx)dth:Idt9X+J.tgzxdtgx:

= tgx + %tg3x + C
) _ 1. 1. 1 . 1, . _
_[ sindx-cos2xdx = J‘ Esme + Estx dx = EI sin6xdx + EI sin2xdx =

= ij sin6xd 6x + 1‘[ sin2xd2x = —icos6x - icost + C
12 4 12 4

Integrazione per parti

Se f(x) e g(x) sono due funzioni definite e continue assieme alle loro derivate prime

nell’intervallo [a,b], abbiamo:
.[go(x)dx=_|. f (x)-g’(x)dx=j f(x)dg(x)=f (x)g(x)—fg(x)df (x)=
= f(x)g(x)—jg(x) f'(x)dx  [7]
Dimostrazione
dif (x)-g(x)] = [T'(x)g(x) + T(x)g'(x)]dx = £'(x)g(x)dx + f(x)g'(x)dx
(differenziale del prodotto di due funzioni ) Da questa uguaglianza deduciamo :
f()g'(x)dx = f(x)dg(x) = d[f(x)-g(x)] — f'(x)g(x)dx = d[f(x)-9(x)] — g(x)df (x)
Integrando ambo i membri otteniamo :

[Fe0g00dx = [T)dg() = [dIF()-g(] = [a(x)df (x) = f(x)-9() - [g(x)df (x) + C

Osservazione N°1
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e |l fattore d g(x) = g'(x)d x & detto fattore differenziale; f(x) si chiama fattore finito;

o(x) = f(x)g'(x) &lafunzione integranda; g'(x) & la derivata prima di una funzione g(x)
da determinare mediante il calcolo di un integrale

e Laformula [7] & utile se , determinata la funzione g(x) , Iintegrale J. g(x)d f(x) e piu semplice
dell’integrale J' f(x)d g(x) o se questi due integrali sono legati tra loro da qualche relazione .

® La [7] puo essere applicata all’integrale j g(x)d f(x) con Iunica avvertenza di non scegliere

come fattore differenziale il termine d f(x) = f'(x)dx . Cosi facendo si perverrebbe ad una
identita .
Osservazione N°2

Noi sappiamo che I’integrale di una somma algebrica di funzioni & uguale alla somma algebrica
delle singole funzioni; non possiamo invece affermare che I’integrale di un prodotto di funzioni e
uguale al prodotto delle singole funzioni. Quando si presenta una situazione del genere puo essere

utile applicare la formula d’integrazione per parti .

j X-sinxdx = —I X-dCOSX = —XCOSX + j cosxdx = —xcosx + sinx + C

_[ X-cosxdx = J‘ x-dsinx = xsinx — I sinxdx = xsinx + cosx + C

I x% - sin xdx —j x?dcosx = —x’Ccosx + I cosxd x? = —x%CcosX + ZI x-cosxd x =

= —x%Ccosx + Zj xdsinx = —x?cosx + 2xsinx — 2_[ sinxdx = —X°COSX + 2XSinX + 2¢cosx + C

J x3.cosxdx = .[ x3.dsinx = x®sinx — I sinxd x® = x®sinx — 3I x?.sinxd x =

= x3sinx + 3_[ x?-dcosx = x3sinx + 3x’cosx — 3_[ cosxd x? =
= x®sinx + 3x?cosx — GI xcosxd x = x3sinx + 3x?cosx — GJ' xdsinx =
= x¥sinx + 3x2COsX — BXsinX + 6] sinxd x = x®sinx + 3x2cosx — 6xsinx — 6cosx + C

_[x-exdx = Ix-dex=xex—jexdx:xex—eX+C:eX(x—1)+C
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I x-e¥dx = %J' x-de¥ = %xe3X - %J- e¥dx = %xe3X - éj' e¥d3x =

xe — éesx +C= %e"’x(Bx -1)+C

Wk

J‘g-lnx-d_x = EJ. Inx-dx*> = llenx—lj- x*dInx =
2 — 2 2

2

= 1lenx—1 xdx = 1lenx—x—+C
2 2 2 4

J‘X'coizx J.Xdth—thx—jtgxdx—xth—Jz(l)r;); =

= Xtgx + I ﬁd cosx= xtgx + Injcosx| + C
2 _ = — _ d _ - _
j«/a Xy/a% = x? Ix \/a x? x\/a X +fx 2\/:
_xa—x—a_x_adx xva d x+
e e = FE e
:x\/az—xz—_[\/az—xzd x+a2arcsin§ ZI\/az—x2 dx:x\/az—x2+a2arcsin§

j a’ — x*dx = %x\/a2 - x® + %azarcsin5 + k
a

Integrazione per sostituzione

Sia F(x) una primitiva della funzione f(x) definita e continua nell’intervallo compatto [a,b] .

Siano g(t) e g'(t) due funzioni definite e continue nell’intervallo [p,q]. Se, al variare di t
nell’intervallo [p,q] , la funzione g(t) varia nell’intervallo [a,b] cioe se il codominio di g(t)

coincide col dominio di f(x) (10 con un suo sottoinsieme ) allora ¢ lecita la sostituzione:
x = g(t) dx = g'(t)dt [H]
Otteniamo:  F(x) + C = J. X) dx —I flg(t)]-g'(t)-dt = F[g(t)] + C [M]
REGOLA: Si effettua la sostituzione X = g(t) . Si calcola il differenziale dx = g’(t)dt . Si

sostituisce nell’integrale da calcolare f f(x)dx , g(t) al posto di x e g'(t)dt al posto di dx .
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La principale difficolta consiste nella scelta della funzione g(t) da porre uguale ad x . Per tornare
alla variabile x occorre trovare la funzione inversa della funzione x = g(t) , Cioé bisogna trovare la
funzione t = g7Y(x) = ¢(x).

Questo é possibile quando la funzione g(t) ¢ strettamente crescente (decrescente)
nel suo dominio . Questo si verifica sicuramente quando risulta g'(t) >0 [ g'(t) <0 ]
Vxe[p,q] . Intalcasorisulta: X = g(t) < t = g™(x) = ¢(X)

La [M] e giustificata dalle seguenti considerazioni:

La derivata prima rispetto a t della funzione composta F = F[g ]

O] 9 85 _ g1 - 1000 - o[t )

essendo per ipotesi: F'(x) = f(x) , dF[g(t)] = f[a(t)]-g'(t)-dt
Integrando ambo i membri rispetto a t otteniamo : [ dF[g(t)] = | f[g(t)]-g'(t)-dt cioé:

F[g(t)] +C= I f[g(t)]-g'(t)-dt = F(x) + C = I f (x)dx

ESEMPI

Pongo: x* —1=1t" , x=4t"+1 , t=4x"-1 , dx-= tat @

t2 +1

X _ t? 1 _
j—dx I\/t+1\/t+1 _It+1dt_j(l_t2+1jdt_
:J'dt—J'tzlJrldt:t—arctgt+C:1/x2—1—arctgw/x2—1+c

Pongo: x = sint , —% <t< , t = arcsinx , dx = cost-dt , sin2t = 2sintcost

NN

cost = \/1 — sin’t = \/1 - x%,

J. 1-— x?dx = I 41 — sin?t -cost-dt = j cos’tdt = j %dt = %t + %sinZt +C =

(® Davanti ai radicali mettiamo solo il segno + perché la corrispondenza tra le due variabili x e t deve essere biunivoca
altrimenti la sostituzione non ¢ lecita . Davanti ai radicali , al posto del segno +, avremmao potuto mettere il segno -

10
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= %arcsinx+%x\/1—7+c
J'«/az—xzdx = Im«acost-dt=a2~IM~cost~dt=a2-jcoszt-dt=a2j1+C252tdt

1, 1 1 ,(, 1. 1, . 1 55 1, . X
=—a°| |dt+=|cos2td(2t) |==a”| t+=sin2t |=—a“(t+sint-cost)==xva“—x" +=a“arcsin—+k
2 U 2~[ ( )} 2 ( 2 j 2 ( ) 2 2

a

J'\/a2 “xPdx =+ xv/a? % + - a?arcsin X+ k
2 2 a

. . X . X
Pongo: x=a-sint, dx=a-cost-dt, sint=—, t=arcsin—, —%sts
a

a
2
cost = /1—sin’t = ,/1— x_1 X2 =x?

a’ a

NN

Integrazione per sostituzione: metodi generali

* ] . X
R[x, X de x=a-sin’t  dx=2a-sint-cost-dt —=tgt
J Va-—x \/a—x
R(x,\/az—xz)dx x=a-sint dx=a-cost-dt a’—x*=a’-cos’t
R(x,«/a2+x2)dx X=a-tgt x=a-settsht
) 2 .2 a

R(x, X -a)dx X=—— X=a-settcht
. cost
jR(x,&, l-x)dx x=sin’t dx = 2sint-cost-dt

a’-x’dx x=a-sint dx=a-cost-dt a’-x*=a’-cos’t oppure x=tghx

! dx x=a-sint dx=a-cost-dt a’—x*=a’-cos’t

2 2

a’ - x

X2 -a2dx  x=—2— x=a-cosht

cost

[ ! dx x:i Xx=a-cosht

%2 - g2 cost

Ja’+x*dx  x=a-tgt x=a-sinht

11
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dx x=a-tgt x=a-sinht

1
N

j Jax? + bx + cdx J‘R(x,\/ax2 + bx + c)dx possiamo utilizzare una delle tre seguenti

sostituzioni di Eulero.

Le tre sostituzioni di Eulero in sintesi

a>0 Jax? +bx+c=t++a-x oppure ax’ +bx+c=+a-(t£x

)

c>0 JaxZ + bx + ¢ = xt ++/c

A = b? - 4ac >0 Jax? +bx +c = \Ja(x - a)(x - B) = (x - o)t

Prima sostituzione di Eulero

1° caso a >0 c qualsiasi A =b” -4ac >0 \/axz +bx + ¢ = \/a(x — a)(x - p)
L'integrale si risolve utilizzando una delle seguenti sostituzioni:

t +a-x oppure
Jax® +bx + ¢ = «/5-(t + X) oppure sostituzione algebrica

(x - a)t

x/Z-sect=£t oppure
cos o . .
D(ax’ +bx+c)=2ax+b= sostituzione goniometrica

«/Zxcosect:_ﬂ

sint

Seconda sostituzione di Eulero

2°caso a>0 A=b’-4ac<0

t++a-x oppure
Jax®+bx+c= \/E(t + X) oppure sostituzione algebrica

txi\/E sec>0

\J-A-tgt oppure
D(ax2+bx+c)=2ax+b={ &t OPP sostituzione goniometrica

\/I-cotgt
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Terza sostituzione di Eulero

3°caso  a<0 A=b’-4ac>0 \/ax2+bx+c=\/a(x-a)(x-[i)

> (x-a)t oppure o _
Jax‘ +bx +c¢ = sostituzione algebrica

(B-x)t
A xsint oppure
D(ax2+bx+c):2ax+b: VA PP sostituzione goniometrica
JA xcost
2 2 1 2 ? 2
R(sin“x,cos”x,tgx)-dx tgx=t x=arctgt dx= dt sin“x= COS“ X =
'[ ( J ) g g 1+t? 1+t2 1+t2
. X X 2
J.R(S'nX’COSX,tQX)dX fgo =t - =arcigt X = 2arctgt dx:1 t2dt
X » X X
sinx = i . cosx=1_tg 2 Lt tg x= ) _ 2t
X 1+t? 2 X 14t? 2 X 1-t?
1+thE 1+tg > 1-tg

_[sinZ”x-d X:J'(sin2 x)n -d x:j(%jn -d x

jsinz””x-d x=I(sin2 x)n -sinx-d x=—j(l—cos2 x)n -d cos x

Icosznx~d x:j(cos2 x)n .d x:j(%jn .d x

jcosZ”+1x~d X=J.(COSZ x)n .cosx-d x:J.(l—sin2 x)n -dsinx

ox o\ g — LRI ax Int dt
JR(e )dx .[R(e )dx-aj%)dt e =t, x:%, dx:H

o jP(x)-e“"dx:—P(x)e“"-EJ'P’(X)e‘“dx P(x) polinomio razionale intero di grado n
a a

IR(Inx)dx Inx=t x=¢€" dx=e'dx

13
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Integrazione delle funzioni razionali fratte

Vogliamo calcolare il seguente integrale J‘%dx [1] dove N(x) e [ D(x) ]é un

polinomio di gradom (n). Serisulta m > n possiamo scrivere:

L’integrale [1] diventa:

Iggi;dx = J.{Q(x) + :_;E)):de: J‘Q(x)dx + J.ISE;(; dx  [3]

Se R(X) e D(X) non hanno fattori comuni allora la funzione f(x) = M dicesi funzione

razionale fratta propria. Quindi I’integrale di una funzione razionale fratta ¢ sempre

riconducibile all’integrale di una funzione razionale fratta propria.

Metodo di Heaviside

Questo metodo va applicato quando il denominatore della funzione integranda é il prodotto di n
fattori di primo grado aventi tutti esponenti uno , cioé se:

D) = (x ~ 1)-(x ~ x)-(x ~ x%)-(x - x,)

. . . . . . R(x
Il metodo di Heaviside ci permette di trasformare rapidamente la frazione % nella somma
X
algebrica di n fratti semplici:
R(x) A B C D
D(X) X-% X-X X-X X=X,

Eliminando i denominatori abbiamo :
RO = AX = % )(x = X)X = %) + B(x = X)X = x)(x = %) +
# Cx — X)X = %)X — %)+ D(x — x)(x = %)(x — x)
R(x) R(x,)

(Xl - XZ)(Xl - XB)(Xl - X4) ’ (Xz - Xl)(XZ - X3)(X2 - X4)

14

X=x = A= X=X, = B=
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R(%,) R(%,)
X=x => C= , X=X, > D =
’ (X5 = x)(% = %)(% = %) ' (X = %)% = %)X = %)
15x* — 4x - 81 15x* —4x -81 A B C

X 13 +12  (x-D(x-3)(x+4) x-1 x-3 x+4

7 3 5
+
Xx -1 X —3 X + 4

15x* — 4x — 81 = A(x — 3)(x — 4) + B(x — 1)(x + 4) + C(x — 1)(x — 3)
x=1 = -70=Al-3)1+4) = A=7
x=3 = 42=B(3-2)3+4) = B=3

x=-4 = 175=C(-4 - 1) (-4 -3 = C=5

dx =

j15x2—4x—81 _J' 15x* — 4x — 81
x2 —13x + 12 (x = 1)(x = 3)(x + 4)

1
X+ 4

1

3 dx = 7Injx — 1 + 3Inx — 3 + 5In|x + 4] + C

dx+5j

:7jxi1dx+3j

Possiamo calcolare il valore delle costanti A, B, C applicando il principio di identita
dei polinomi:
15x*> — 4x — 81 = (A + B + C)x* + (A + 3B — 4C)x — 12A - 4B + 3C

A+B+C=15
A+ 3B -4C = -4
- 12A - 4B + 3C = -81

O W >
I
g w N

Metodo tradizionale

Voglio Calcolare I’integrale J@dx sapendo che:  D(x) = (mx + n)’ -(ax2 + bx + c)k

D(x)

La prima cosa da fare ¢ di trasformare la frazione % nella somma di un numero finito di fratti
X
semplici.
R)__ A A A, Bx+C, , Bx+C, . Bx+C,
D(x) mx+n (mx+n) (mx +n)"  ax’*+bx+c (ax2 +bx+c)2 (ax2 +bx+c)k
D(x) = polinomio in x decomponibile in fattori di primo grado e fattori di secondo grado non

+ o4

ulteriormente decomponibili (A = b* —4ac <0 ).

15
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Per calcolare il valore delle costanti Ai, Bi, Ci si procede come segue:
1) Si libera I’uguaglianza [1] dai denominatori

2) Si applica il principio di identita dei polinomi in una delle due forme con le quali solitamente

viene enunciato .
Ne derivano i due seguenti procedimenti :
a) si uguagliano i coefficienti dei termini di uguale grado presenti nei due membri dell’uguaglianza
e si risolve il sistema lineare cosi ottenuto .
b) Si attribuiscono alla variabile x valori arbitrari, precisamente tanti quante sono le costanti Ai, Bi,
Ci esirisolve il sistema lineare ottenuto .
In particolare pu0 essere conveniente , una volta determinata una costante , sostituirla e semplificare
I’uguaglianza trasformata che si ricava .
Caso particolare: D(x) = (mx + n)2 -(ax2 +bx + c)

N(x) A B , Cx+D _ ExtF Cx+D

= + =
(mx+n)2><(ax2+bx+c) mx+n (mx+n)2 ax®+bx+c (mx+n)2 ax®+bx+c

N(x)= A-(mx + n)-(ax? + bx + ¢)+ B-(ax® + bx + ¢) + (Cx + D)-(mx + n)
Applicando il principio di identita dei polinomi ci calcoliamo i valori delle costanti A,B, C,D .

A= B = C= D=
Il calcolo dell’integrale J‘%dx e ricondotto al calcolo di uno dei quattro seguenti integrali
X
indefiniti: | A ax f%dx j?x—+Ddx, f Ex+F o
XN (mx +n) ax’ +bx +c (ax? + bx +c)

_[ A ax=_2A I ! d(mx+n):ﬁln|mx+n|+c

mx +n mx+n< mx + n
J%dx =Aj(mx+n)'2d(mx+n):-éx ! ¢
(mx +n) m m mx+n

® | ‘integrale '[?X—Jdex da come risultato un logaritmo ed un arcotangente.
ax- +bx+c
. .. R(x) _ B ,
® Voglio Calcolare I’integrale Imdx sapendo che: D(x)_(mx+n)-(ax +bx+c)
X

. oy . R(x . . .
La prima cosa da fare e di trasformare la frazione L) nella somma di DUE fratti semplici.

D(x)
R(X) = A + ZBX+C con A=b’—4ac<0
D(x) mx+n ax®+bx+c

16
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Per calcolare il valore delle costanti A, B, C si procede come segue:
Eliminati i denominatori dalla precedente uguaglianza otteniamo:
R(x) = A-(ax® + bx + ¢) + (Bx+C)-(mx + n)

Applicando il principio di identita dei polinomi ci calcoliamo i valori delle costanti A,B,

C,. A= B = C=

Il calcolo dell’integrale j )dx e ricondotto al calcolo di uno dei due seguenti integrali

D(x)

indefiniti:  [—2—dx ., [ gx
ax“+bx+c

_[ A ax=_A I ! d(mx+n):éln|mx+n|+c
mx + n mx+nJ mx +n m

Bx + C

dx dacome risultato un logaritmo ed un arcotangente.
ax?+bx+c

® | ‘integrale f

: . . +
Otteniamo il seguente risultato: J&dx = AIn(ax2 + bx+c)

ax® +bx+c 2a

2ax+b

At

+K

J- Ax+B o A 2ax+b dx+(B—b—A]I 1 4

ax’+bx+c  2a’ ax’+bx+c 2a )3 ax’+bx+c

jde=Aln(ax2+bx+c) (B—b—Ajj%dx
ax“+bx+c 2a 2a )Y ax“+bx+c

Poi, mettendo in evidenza 22’ si trasforma il trinomio ax*+bx+c nella somma di un quadrato e di
a

una opportuna costante e questo genera un arcotangente.
2 1 2.2 1 2
ax® +bx+c :—(4a X +4abx+4ac) =—[(2ax+b) +n}
4a 4a

. Ex + F . - . . .
® Per calcolare I’integrale J' —dx bisogna utilizzare una integrazione per ricorrenza

(ax2 + bx + c)

ottenendo come risultato finale una frazione, un logaritmo ed un arcotangente.

® Ricordando che D(ax2 + bx + c) = 2ax + b possiamo scrivere :

Cx+D=C x+2 :E(Zax+2aD C(Z +b+——b]
C 2a C 2a C

:E(Zax+b)+£ 28D _bC _ 2(2a b)+D—b—C:£(2ax+b)+h con h=p-2C
2a 2a C 2a 2a 2a 2a 2a
17
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[0 s S BEAD gt -
ax- +bx+c 2a Yax“ +hx+c +bx+c
—Eln(ax +bx+c +hj';dx
2a ax“ +bx +c

ax® +bx + ¢ = Ari(4azx2 + dabx + 4ac) = lli(4a2x2 + dabx + b? + 4ac — b?) =
a

a
1[(ax+b —A]— M+l __A 28LXJFbZ+1
" 4a 4a -A 4a J=A
1 4ah 1 2h 1 2aXx + b
he | ——dx=- . dx = ——- d
J.x2+bx+c A '[1+[2ax+b)2 A 1+(2ax+bj2 V=-A
NEN NEN
1 2h 2ax + b
h-| ———dx =-—-arct + k
Iax2+bx+c A g( J-A j
I;dx——ﬁ ; _‘_I 2ax+b__£arctg(2ax+bj+k
ax’ +bx+c A 1+(2ax+bJ (2ax+ bj J-A A NEN
J-A JV-A
2
J- 36x +120x+9 J~ 6x> +10x+9 X:J- dx+j : 2 dx =
4x° +10x +8x+3 2x+3 2x +2x+1) 2X+ 3 2X° +2x +1

1 4 4
=3 d(2x+3 ———dx = 3In|2x+3 ——d
I2x+3 (2x+ )+I4x2+4x+2X " X+|+I1+(2x+1)2 ”

J- 6x> +10x + 9 1

4x3+10x2+8x+3dxz3|n|2X+3| + 2_[ " (2x+1)2 d(2x+1) =3In[2x+3|+2arctg(2x+1)+C

6x*+10x+9 A Bx + C 3 2

2 - DWW - tou2
(2x+3)(2x°+2x+1) 2x+3 27 +2x+1 2x+3 2x*+2x+1

3 _15_5
6 +10x+9 = A + 2x+ 1)+ (Bx + CY2x+3)  x=-> = D =2A = [A=3

6x* +10x + 9= (2B +6)x* + (3B + 2C + 6)x + 3C + 3

2B+6=6 = [B=0] 3C+3=9 =

14x% + 26x + 15 J 14x2 + 26X + 15

4x + 4
5 5 x:'[ dx+j
4x +10x7 +8x +3" (2x + 3)2x? + 2x + 1) 2% + 3

P wi
2x° +2x+1

18
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EIn|2x+3| j:b(—+2dx+_[2; X
2 2X° + 2x +1 2X° + 2x +1

% In|2x+3|+|n‘2x +2x+#+[$dx

I (2xe1) - g In|2x+3|+|n‘2x2 +2x+]4+2arctg(2x+1)+c

2
J» 134x +226x+15 ¥ = E_|n‘2X+3‘+|n‘2x2+2x+1‘+2arctg(2x+l)+C
4x° + 10x* + 8x + 3 2

14x* +26x+15 A N Bx+C 3 . 4X+4
(2x+3)(2¢* +2x+1)  2x+3 2 +2x+1 2x+3 2x* +2x+1
14%% + 26X + 15=A(2x% + 2x + 1]+ (Bx+C)2x + 3) x:—% = 125 125A = [A=3

14x% + 26x + 15 = (2B+6)x* +(3B+2C +6)x+3C +3
3C+3=15 = 2B+6=14 =

1
Metodo rapido  per trasformare  I’integrale -[axz +bx+cdx nell’integrale
1

— = _d(mx+n)=arctg(mx+n)+C A=b*-4ac<0
I1+(mx+n)2 ( ) o ) quando

4_];31(4azxz+4abx+4ac):%[(2ax+b) +q} 41[@4_1}_&[{2&(4_10]2_%1}
i[[ ) } al (o)1)

Slm

Metodo di Hermite-Levi

Adesso vediamo come € possibile calcolare I’integrale indefinito di una funzione razionale fratta
R(x)

D( ) quando il denominatore D(x) contiene come fattori termini di primo grado o potenze di
X

termini di primo grado o termini di secondo grado a delta minore di zero
La regola di Hermite-Levi ci dice che:

e un fattore di primo grado del tipo mx + n da come risultato finale il logaritmo di

tale fattore, cioé genera un termine del tipo  Aln|mx + n|

19
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. k N . . - s .

® un fattore del tipo (mx + n) da come risultato finale AIn| mx + n| piu una frazione
. k-1 . . .

avente come denominatore (mx + n) e come numeratore un polinomio di grado k — 2

e un fattore di secondo grado ax® + bx + ¢ a delta minore di zero da come risultato finale

la somma di un logaritmo e dell’arcotangente di una frazione che ha come numeratore la
derivata prima del fattore di secondo grado e come denominatore la radice quadrata del delta

del trinomio cambiato di segno, cioe genera un’espressione del tipo

2aXx + b
A-Injax® + bx + c‘ + B-arctg—F——
A=A
N(x)
4 d =
[4] J. (mx + n)3~(ax2 + bx + c) X
Ax + B 2ax + b
— 4+ C-lInmx + n + D-Infax? + bx + ¢| + E-arctg———— + k
(mx + n)2 | | ‘ ‘ . NJ-A

Il metodo di Hermite-Levi ci consente di determinare subito la primitiva della funzione
integranda , o meglio , ci consente di individuare la qualita dei suoi addendi ( cioe ci dice che

come risultato finale possiamo trovare frazioni o logaritmi o arcotangenti) lasciando

indeterminati alcuni coefficienti delle funzioni componenti la primitiva della funzione integranda .
Per calcolare tali coefficienti si procede come segue:
® deriviamo membro a membro la [4]
® eliminiamo i denominatori ottenendo una identita tra due polinomi in uno dei quali
figurano i parametri da determinare
® imponiamo che i due polinomi siano identicamente uguali applicando:
1) il principio di identita dei polinomi 2) oppure assegnando alla x tanti valori arbitrari
guanti sono i parametri da determinare .

ESEMPI

1 1
= dx = 2 _
J d x j x(2x2 x4 1) X AIn|x|+BIn(2x +2x+1)+Carctg(2x+1)+k
= In[x| - %In(zx2 +2x + 1) - arctg(2x + 1) + k

1 1 A B(4x + 2) C

= = = 4 +
2x% + 2x% + X x(2x2+2x+1) X  2X +2x+1 2xX* +2x +1
20
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1= A(2x" + 2x + 1) + Bx(4x + 2) + Cx, 1= (2A + 4B)x* + (2A + 2B + C)x + A

JA+aB -0 [A= 0 x=0 = A=1
2A+2B+C=0 B:—l oppure : X=—1:>B:_£
} 2 2 2
A =1 lc=-1 x=1 =C=-1
X —4 X — 4
= d =
e P T L I(X—Z)Z(x2—2x+2) ’
_ _A _
= X_2+BIn|x—2|+CIn(x2—2x+2)+Earctg(x—1)+k—
1 3 3 1
= X_2+§In|x—2|—§ln(x2—2x+2)—§arctg(x—1)+k
X — 4 . -A B 2C(x - 1) E

(x—2)2(x2—2x+2)_(x_2)2+x—2+x2—2x+2+x2—2x+2
x—4=—A(x2—2x+2)+B(x—Z)(xz—2x+2)+20(x—1)(x—2)2+E(x—2)2

X—4:(B+2C)X3+(—A—4B—1OC+E)XZ+(2A+GB+16C—4E)X+(—2A—4B—8C+4E)

A= 1

B+ 2C =0 B. 3

A+ 4B +10C - E =0 2

2A + 6B + 16C — 4E = 1 C:‘%
2A + 4B + 8C - 4E = 4

1

E = - =

2

Metodo di Hermite-Levi in casi particolari, cioé integrali di fratti semplici
col metodo di Hermite-Levi

1) R(X)= > 1 A = b? —4ac<OJ. dx=A-arctg—2ax+b+k
D(x) ax® +bx + ¢ ax’ +bx+ J-A
2x +1 2 2x + 1
—dx—Aarct + k = —-arctg——— + k
X2 + X + g J7 J7 0 J7
1 AT 2
= , 2 =AV7T ,A=—
X+ X +2 2(x* + X+ 2) 1 J7

21
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R(X) _ 1 _ 1 A =b®-4dac >0
D(x) ax* +bx +c a(x — x)(X — )

2)

I ! dx:J L dx = Anjx — x| + Belnjx — x_| + K
ax® + bx + ¢ a(x = X)(X = X,) 1 2

1 1
jz—dx:j dx = A-n[x — x|+ Beln[x — x| + k =
X+ X + 2 a(x — x)(x = X,) 1 2

= = —l-ln|x + 1] + 1.In|x -3+ Kk
4 4

1 A B

= + , 1= Ax -3A +Bx + B,
(x + D(x - 3) X +1 X — 3

A 1
A+B=1 T4
1=(A+B)x-3A+B
-3A+ B =1 1
B= =
4
g RO _ 1 -t A =b® - dac = 0
D(x) ax” + bx + ¢ a(x - x)
j . L X = = ;de:i(x—xl)fzdx=—i- ! Lk
ax~ + bx + ¢ a(x—xl) a a x - x
- : dx:lj%dx=l(x—3)_2dx:—l- L ok
2x° — 12x + 18 2 (x—3) 2 2 x —3
4)R(X)= 2mx+n A =b®—-4dac <0
D(x) ax® + bx + ¢
mx + n , 2ax + b
5 dx = A-In(ax” + bx + ¢) + B-arctg——— + Kk
ax® + bx + ¢ A=A
1- 2x 2X + 2
—— " _dx = A-In(x* + 2x + 5) + B-arct + k =
Ix2+2x+5 ( ) g\/ﬁ
= A-In(x> + 2x + 5) + B-arctgx e —In(x* + 2x + 5) + g-arctgx 1

1 - 2x 2AX + 2A 2B

5 = — + = 1 — 2x = 2Ax + 2A + 2B
X° 4+ 2X + 5 X° 4+ 2X + 5 X° 4+ 2X + 5

22
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I
|
N

2A
JA+2B= 1 |B = g

)R(x)_ mx +n mx + n A
D(x) ax® +bx +c a(x — x)(x — x,)

b? — 4ac > 0

J‘ 2m><+n dX:j M XN Ggx = Adnjx — x| + B-Injx — x_| + k
ax® + bx + ¢ a(x — x)(x = x,) ! ’

jz";ldXZJ X =1 = Adnjx + 1]+ Belnx + 2| + k =
X2 + 3x + 2 (x + 1)(x + 2)

= =2-In|x + 1] + 3-In|x + 2| + k

Xx — 1 Xx — 1 A B

= = , X —1=A 2 B 1
¥ +3 +2  (x+1(x + 2 x+1+x+2 X (x+2)+Bx+1

A+ B=1 A=-2
x-1=(A+B)x +2A+B
2A+B=-1 [B= 3
6) R(x): 2mx+n _ mx+n2 A=b? - dac = 0
D(x) ax® +bx+c a(x - x)
j mX + 1 dx:jmx+n2dx= A Binjx - x|+ k
ax’ + bx + ¢ a(x — x,) X = X%

J‘23x—4 dX:J‘Bx—4dxz A + B-Injx = 2| + k = 2 +3-In|x - 2|+ k
X° —4x + 4

(x—2)2 X — 2 X — 2
3x — 4 -A B
2 - 2t
X° —4x + 4 (x = 2) X — 2

B = 3 [(A=-2
_2B-A=-4 |B= 3

7) R(X) 3 mx + n B D(ax2 + bx + C)

D(x) ax® + bx + ¢ ax® + bx + ¢

I mx + n dX_J‘D(axz+bx+c)

ax? + bx + ¢ ax> + bx + ¢

, X —4=-A+ Bx - 2B

dx:ln(ax2+bx+c)+k

D(7x* + 13x + 5
J‘ 14x +13 _[( )

. = - dx:ln(7x2 +13x+5)+ k
X + 13x + 5 7x° + 13x + 5

23
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R(x) _ R(x) _ R(X)

D(x) ax® +bx? +ox +d alx — x)(X — X)X — X,)

8)

j RX) dx = Adnjx — x| + B-Injx — X,| + C-In[x — x,| + k
a(x = x)(X = x)(X = X,)

x> = 13x + 12 = (x = D(x — 3)(x + 4)

2 _ -
J‘ 15° — 4x - 81 . _ A-Injx — 1| + B-In|x — 3| + C-In|x + 4| + k =

(x = D(x — 3(x + 4)
=7-Inlx — 1] + 3-In|x — 3| + 5-In|x + 4| + k

15x* — 4x — 81 A N B N C
(x = D(x = 3)(x + 4) x—-1 x-3 x+4

15x* — 4x — 81 = A(x — 3)(x — 4) + B(x - 1)(x + 4) + C(x — 1)(x - 3)
x=1 = -70=Al-3)1+4) = A=7
x=3 = 42=B(3-2)3+4) = B=3
x=-4 = 15=C(-4-1)(-4-3) = C=5
Possiamo calcolare il valore delle costanti A , B , C applicando il principio di identita dei
polinomi :

15x* — 4x —81=(A+ B + C)x* + (A + 3B — 4C)x — 12A — 4B + 3C

A+B+C=15 A=7
A+ 3B -4C = -4 B =3
- 12A - 4B + 3C = -81 C=5
9) R(x) R(x) a R(x)
D(x) ax® +bx* +cx+d ax — x)°(X - X,)
J R(X) g = —2 L BuInjx — x| + Celnjx — x| + k
a(x — x)°(x = x,) X — X
2
X+ 1 g A Binjx — 1+ Colnjx — 2| + k =
(x = D°(x — 2) X —1
2
= + 3-In|x — 1] + 5:Injx — 2| + k
x -1
x> + 1 -A B C

= + +
(x-1D°(x-2) (x-1D* x-1 x-2

24
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X> +1=-AX -2) +b(x - (x - 2) + c(x - 1?
X=1=22=A;x=2=5=C ; x=0=>1=2+2B+5=B=-3

10) 20 _ R - R(X) A=p -49<0
D(x) ax® + bx® + cx + d a(x — x)(x* + px + Q)
R(x) » 2X+ p
dx = A-In|x — x|+ B-In|x® + px + g| + C-arct + k
J.a(x _ Xl)(XZ + pX + q) | 1| | p q| g \/I
I 5 ! dx = A-In|x| + B-In2x* + 2x + 1| + C-arctg(2x + 1) + k =
X(2x° + 2x + 1)

= In|x| + %-In|2x2 + 2x + 1 — arctg(2x + 1) + k

1 _ A, _B#x+2) | C
X2x> +2x +1D  x  2x* +2x +1  2x* + 2x + 1

1=A2x" +2x +1) + Bx(4x +2) +Cx x=0 => A=1

1=2x" +2X +1+4Bx* + 2Bx + Cx , 1= (2 +4B)x* + 2 + 2B + O)x + 1

{2+4B -0 B:_%
2+2B+C =0 cC- _1

L ‘integrale I (—2)2d x (e simili ) puo essere calcolato mediante la formula di ricorrenza ,
1+ X

oppure applicando il metodo di Hermite-Levi. Tuttavia puo essere piu utile ricorrere alla

integrazione per parti utilizzando il seguente accorgimento.

1 -
TR +2j(1+x)
) (1+x) X
B A e T
1 1 1
ijdx =1+Xx2 +.[1+dex '2jmdx =1+XX2 + arctgx

J' 1 dx = 1_x + l-arctgx + C
2 2
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