Integrazione di alcune funzioni irrazionali

e Una funzione della variabile x si dice irrazionale quando essa si ottiene con un numero finito
di operazioni di somma, differenza, prodotto , quoziente , estrazione di radice su espressioni razionali

inx.

¢ Vogliamo calcolare il seguente integrale: 7 = jR[x,;/ax *B 5\/0‘X + B ...de

YX+3 \yx + &

dove R € una funzione razionale degli argomenti indicati.
Se k ¢ il m.c.m. fra gli indici r,s,--- dei radicali presenti, l'integrale si razionalizza mediante la

seguente sostituzione : j/‘))z—I'g =t  k=mcm.(r;s) [a8 — By # 0]
k
R U S M I G B
— tk _ 5ktk_1 _ ktk_lﬁ _ 5tk ~ .
dx = 4 ¢ 4 _ k(as - gyt it
(rt -~ of (rt - a)
k o - _tk-l
dx= (a kB'Y) dt
(yt -u)
* J= R(X,S ax+B,~--jdx La sostituzione razionalizzante é : ax + B _ ts
TXx + x5
° s-1
X = Bs-ﬁt dX:S(aﬁ-[}y)iz: dt
Yt - a (yts ] a)
B - ot L |k@s = Bt
| = J‘R[tk—_’t s .. - - dt =
v a (}/t _ 0:)
— ko ko k k-1
- k(a5 B ﬂ}/).J‘R(ﬂk—é‘tltr ,tS |"'jt—2dt
- k
rt a (yt B a)
e Serisultala =0, f =y = O| I'integrale precedente diventa: |l = J.R(X,r\/;,s\/;,---)dx

e la R dicesi funzione razionale di irrazionali monomi. La sostituzione

razionalizzante é:
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ko k
X = tk , dX = ktkfldt y k = m.C.m.(r,S) , I = k.J.R(tk’tr 1ts’“'j'tkl‘dt

se k e il m.c.m. fragli indici r,s,--- dei radicali presenti

ax+p _
Yx+9

« T = I ( s|OX + e -}dx La sostituzione razionalizzante € :
'\{X

ax + B = yxt® + ot (}/ts —05)X=,[3—5ts

S s-1
B-ot dx:s(aﬁ-By)t dt

X = S 2
Tt -0 (ytS -a)

o|l = J'R(X,R/F,i/x_q,---)dx Si razionalizza ponendo: x = t con: k = m.c.m.(r,s)

dx = kt** Otteniamo:|l = k-IR(t,tm,t”,---)dt con m,neN

ol =IR[X,S(QX+’B] ,---}dx con m,seN ed s>1 Sipone: LJrﬂ:ts

X+ 6 yX + 0
_5ts _ ts—l
Si ottiene: x:'Bs— dx:s(a5 ’67)2 at
yv -« (;/tS —a)
Esempi
2
J*’z”dxzj t -2t-dt=ZI t -dt:ZI(t—1+ ! j-dt:
1+ /2+X 1+t 1+t 1+t

= t2-2t+2In\1+t\+k:2+x-2./2+x+2In(1+«/2+x)+k

Ho posto: 2 + x = t* ottenendo: d x = 2tdt , x=t* -2

R U I Sk S L-0)F - DE vt Dt
X—\/_Z _jtﬁ _t4 6t dt—GIt4<t2 B )dt— GJ (t—l)(t+1) dt =

3 2
= —GI%-dt - —6-‘-(t2 +1- t ! J-dt - —6I(t2 n 1)-dt ¥ GJ(tZ n 1)-dt =
+ +

_—6(§+t—ln|t+ﬂ|j+k {% x—In(1+6\/§)}+k

Ho posto: x = t® ottenendo: dx = 6t°-dt , t = ¥/x
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1 - x 1- ¢ 1-t) £ t? 1t
jﬁdx =] _t4-6t5-dt:j%dt =6 — "t =

—6j (tz +1- t Jlr 1jdt =—6.[ (t2 + 1)

—6(%? + t) + 6In(t + 1) + C = —GEt3 +t - In(t + 1)} + C=

—GEX2 + &/x - In(W + 1)} + C

t3 +t? +1 t  +1
8 _¢2 12 1
# # t

—t -1

+ -1

fx X +1dx = j(t2 —1)-t-2t-dt=2j(t2 —1)-t2-dt=2j(t4 —tz)dt:2[% - 9 +C=

2[\/(x P Jx )| 2|:(x S0 11 (X + DX + 1} L
_ _ - _

5 3 5

= 2x+1)x+1 [X—l-l +c:2(x+1)1/x+1(3X153'5j+c:%(x+1)(3x+2)1/x+1+C

Ho posto: x + 1 = t* ottenendo: dx = 2t-dt t = x + 1

2
(§)J‘ 2 23 2-XdX=_ j (1+t6) 12t2 :__J. 1 = 3 _t—3+1 ZE £2+C _
(2-x)"\V2+x 16t ( t 2 —3+1 4 t
I 2 +

Ho posto: 22+X =t° ottenendo: 2 — x = 2t° + xt*, x + xt* = 2 — 2t°

® Maron pag. 221
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_ o3 21 -1td -3t(1 + t3) — 3t*(1 - t° _19t2
_ 2 22:( 3),dx:2~ 2+ 1) 2( ) o - L2
1+t 1+t (1+ 1) (1+ 1)
3 3 3 3 6
2—x=2—2_22=2+2t_23+2t,2—x= 4t3’(2_)2: 16t2
1+t 1+t 1+t 1+t3)
t:32—x tzzg(Z—X]Z
2 + X 2 + X
X +1 — 6t t? t?
dx = | t-———.dt = -6 ———dt = -6 dt =
I x-2 % I (t2_)2 J.('[2_1)2 '[(t+1)2(t—1)2
At + B _
—(t+1)(t_l)+c-ln|t+]4+D-In|t—]4+K—
_ 3t 3. _ 3 -
_(t+1)(t—1)+2|n|t+]4 2In|t ]+ K
X +1
e e e g
x—2_1
:\/(x+1)(x-2)+§|n(X+1+1]-§|n(X+1-1J+K
2 X -2 2 X -2
_6t? At - 1) - 2t(At + B) C D
= +
(t + 2%t - 1] (t + 19t — 1) t+1 t-1

—6t° = A" — A - 2At" - 2Bt + C(t - 1)(t* - 1) + D(t + 1)(t* - 1)

—6t> = At? — A - 2At? - 2Bt + Ct* - Ct - Ct>? + C + Dt* — Dt + Dt? — D

-6t> =(C+Djt>’+ (-A-C+D)jt>? +(-C-D-2Bt-A+C-D

C+D=0
-A-C+D=-6
-C-D-2B=0
-A+C-D=0

-A+ 2D = -6

{—A—ZD:

A=3
B=0

- s
2

D=_2

2

+
Ho posto: X—21: t* ottenendo: x + 1 = (x — 2)t* , x + 1 = x* — 2t°
X -
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A - 4t - 2t — 4t — 6t

dx o dt ,dx = ——dt

L’integrale del tipo I \/axz + bx + cdx o, piu in generale , del tipo .[R(x,\/axz + bx + c)dx ,

con R funzione razionale delle variabili x ed \/axz + bx + cdx , puo essere risolto utilizzando una

delle tre seguenti sostituzioni di Eulero.

Le tre sostituzioni di Eulero in sintesi

a>0 Jax? +bx+c=tx+a-x oppure .Jax’+bx+c=+a-(t+x)

c>0 Jax? +bx + ¢ = xt ¢

A = b* - 4dac >0 \/axz+bx+c:\/a(x-u)(x-li)=(x-a)t

Prima sostituzione di Eulero

1°caso a >0 ¢ qualsiasi A=b"-4ac>0 \/axz +bx + ¢ = \/a(x - a)(x - p)
L'integrale si risolve utilizzando una delle seguenti sostituzioni:

t +a-x oppure
Jax? +bx +c¢ ={+a-(t £ x) oppure sostituzione algebrica

(X - a)t

\/X~sect=£t oppure
cos . . .
D(ax* +bx+c)=2ax+b= sostituzione goniometrica

JA xcosect=YA
sint

Seconda sostituzione di Eulero

2°caso a>0 A=Db?-4ac<0

t++a-x oppure

Jax? +bx+c= \/E(t + x) oppure sostituzione algebrica

txJ_r\/E se c>0
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\J-A-tgt oppure

sostituzione goniometrica
\J-A -cotgt

D(ax2+bx+c):2ax+b:{

Terza sostituzione di Eulero

3°caso  a<0 A=b’-dac>0  Jaxt+bx+c = Ja(x-a)(x-B)

> _[(x-a)t oppure o _
Jax© +bx+c¢ = ( sostituzione algebrica

[i-x)t

JA xsint oppure
D(ax2+bx+c):2ax+b:{ PP sostituzione goniometrica

JA xcost

Prima sostituzione di Eulero

Vediamo come si procede con la sostituzione Jax’> +bx+c = \E-(t - X)

Elevando ambo i membri al quadrato otteniamo: ax® + bx + ¢ = at® + ax®* — 2atx

2 2
_at® -c \/m:\/a.at+bt+c

X_
2at + b

2at + b
dx = 2at(2ab + b) — 2a(at® — c)OIt _4a’t? + 2abt — 2a’t® + 2acOIt
(2at + b)? (2at + b)?
_2a’t® + 2abt + 2ac Jax? + bx + ¢ + x+/a
dx = 5 dt t =
(2at + b) Ja

Dopo la sostituzione e le opportune semplificazioni otteniamo I'integrale di una funzione razionale

fratta.

Si pone \/axz +bx + ¢ =t++a-x (oppure \/axz +bx + ¢ = +a-(t  x)) siottiene:

Analizziamo la seguente sostituzione: [/ax? + bx + ¢ = t + va-x

c —t?
ax? +bx +c=ax’ + 2Ja-tx +t? x= —/— t:\/ax2+bx+c—\/5-x
2Ja-t — b

2(—\/§-t2 + bt — c\/g)
dx = 5
(ZJE-t - b)

c-t2  Ja-t? —bt +cya
2Ja-t - b 2Ja-t - b

Jad +bx + ¢ =t + Ja-
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1 1
j . dx = 2jt2 74t = Adn(t = 2) + BIn(t +2) + C =

242X+ 4 +x-2
%'n(t—z)——|n(t+2)+C_—In—2+C - 5 W X-2 o

n
+2 2 X +2X+A4+X+2
2
Hoposto:  x*+2x+4 =1t-X x=Lt -4

2t + 2
2 2 2
4/x2+2x+4:t—t_4:tJr2t+4 dx:wdt
2t + 2 2t + 2 2(t + 1)
2
/)(2-2)(_1:)(+t:ﬂ
2(t + 1)
2 _1 P+ 2t - +2t -1
Ix2-2x-l-dx:j o 1-( ! ) ——I( )dt =
2(t+1) 2t + 1)°

(¢ + ! gt
__j T dt_—zj +1dt+jt+1 I(t+1)3_

=1(1t2+tj+ln|t+1|+;2+C—l=

4\2 2(t + 1) 8
1 2

=—=(t+1 + ——5 +Inft +1| + K=
8 2t + 1)

;(JX —2x—1—x+1) +In‘1/x —-2x -1 - x+1‘ >+ K
(Jx —2x—1—x+1)

Ho posto: /x* - 2x - 1 = x + t ottenendo:
2 2 )
X:_zt(t:ll) dx:-wdt t=x*-2x-1-x

2(t + 1)

2
,/)(2_2)(_1:)(+t:ﬂ

2(t +1)

(™) Stoka Pipitone pag. 618

Pagina 7 di 18



Seconda sostituzione di Eulero

si ottiene: ax® + bx +¢ = X2 + 2Jc-xt + ¢ se

xt+\/E

xt + 4/c

Jaxt + bx + ¢

Si pone:

consideriamo la sostituzione: \/ax2 +bx +¢c = Essendo x # O possiamo scrivere:

2Jct - b dX_Z(\/E'tZ—btJra\/E) t_\/ax2+bx+c—\/5
T a-t? - (a—t2)2 - X
Jaxt + bx + ¢ = Z\E't '[_2 b +4c = Vet a_ btt2+ ac

. dx 2(1+t)(t2 + 2t + 2) (t2 + 2t + 2)
© J- 2 :J- 2 Zt:.[ 2 =

1+\/x +2X+2 2(t + 4t +4)(1+t) (t+2)7°(1+1)
ot at _
—jt+1—2jm—ln|t+l|+ +2+C—

:In‘x+1+x2+2x+2‘+ 2 +C

x+2+\/x2+2x+2

Essendo a = 1 > 0 possiamo effettuare la prima sostituzione di Eulero:

X2+ 2Xx+2 =t-X

Elevando al quadrato ambo i membri di questa uguaglianza e semplificando i termini simili

2 _2 t2 + 2t +2

otteniamo: 2x + 2tx = t* — 2 edanche: x = ——— , dx = —————dt
2(1 +t) 2(1 + 1)
2 2
t=x+ X +2x+2 1+ X +2x+2=1t- 2t +4t+4
21 + t) 21+ t)

Sostituendo nell’integrale proposto otteniamo I’integrale di una funzione razionale fratta che abbiamo

risolto.

dx

—2t + 2t -

J__l

(&) J'

x+\/x2-x-1

:NMH—%mt—H—gmh+ﬂ+

-O(t

) Maron pag. 222
& Maron pag. 223

31+C dove t =

SR Ao ey

JXF - x-1+1

X
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Essendo ¢ = 1 > 0 possiamo applicare la seconda sostituzione di Eulero:

X -x-1=tx-1 X —x -1=1tx* -2tx +1
2_ —
(Zt—l)x:(tz—l)xz,x—Zt_l,t—“X x-1+1

2_
dx=—2t—t+21dt X+t —x 1=t
(" -1 t

Terza sostituzione di Eulero

3°caso  a<0 A=b*-4ac>0 \/ax2+bx+c:\/a(x-a)(x-|3)

Jax? +bx+c=,fa(x-a)(x-B) = /a|(x-a)(B-x)

\/axz +bx+c :\/a(x-a)(x-[}) =\/|a|(x-a)([$-x) sostituzione algebrica

JA -sint oppure

\/Z'cost

A > 0 (cio e sicuramente vero se a e ¢ hanno segni discordi )

D(ax2 +bx +c) =2ax+b ={ sostituzione goniometrica

Se a & uno dei due zeri del trinomio ax® + bx + c risulta ax* + bx + ¢ = a(x — a)(x - j)

La razionalizzazione avviene attraverso la sostituzione:

Jaxt + bx + ¢ = \/a(x - a)x = pB) = (x - a)t

- ~ aot? 2a(p - alt
a(x — a)x - B) = (x — a)f't’ , t = aAx-p) - Jax - 2ty
X — a a—t (a_tz)
\/aX2+bX+C=(M—aj-t=M
a — t? a — t?
2 J—
I;dx:-“t +1-28t2-dt=—.[21 dt =
/-X2-2X+3 4t (t +1) t° +1
= -2arctgt + C = -2arctg L-X ¢
X + 3
Pongo:  -x*-2x+3 = /(1-x)(x+3) =(x + 3)t Ottengo:

1- 3t -8t
1-X)Xx+3) =(x+3% LI-x)=(+3Pt? x =" dx = ———dt
( ) ) = ( ) ( ) = ( ) 711 © + 1)

JR— 2 -
\/—x2—2x+3=(x+3)t=[12 3t+3jt=24t t= [12X
t°+1 +1 X+ 3
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Altra sostituzione goniometrica

J‘;dx = J 1 dx = J‘;-Zcost-dt =
[ - 2% + 3 V4 - (x +1)? V4 — dsin’t
- J‘ﬂ.dt:jdt —t+Coacsinitlic
J4cos’ t

Pongo: x + 1 = 2sint ottengo : d x

2cost-dt sint = XTH t = arcsinX +1

t — Ja

t + Ja

2 dt=-—rIn

it fom
ax’ + bx + ¢ a -t Ja
a(

Pongo: \/axz +bx + ¢ = \/a(x —a)x - B) = (x - Pt = g%?t Ottengo:

ax - @) _ . . _ [a(x - a) X:aoz-Bt2 gx = 2@ - Pt .
X - B X - B a-t (a - t?)’

Jaxt + bx + ¢ = [aB ot aj-t _aB- o Oz!)t

+ C

a-t’ a-t
2
[——adx = | X dx = -2 — 1o
J4x2-3x-1 J@x + 1)(x - 1) (t* - 4)
4x + 1 4x+1_2
_5 3  t-2 5 x —1 3 X —1 _
=2~ = =2~ + K=
4t 4 16 t + 2 4 4X + 4 16 4x + 1
+ 2
x -1 x -1
2
ax + 1 (4x+1_2)
x —1 x -1
:E. i"’] + K =
4 3 16 ax + 1 4x + 1
_1 + 2 -2
X X —1 X -1
) ; 4Xx +11 44 4Xx +11
:Z-\/(4x+1)(x—1)—E-ln wel, + K =
x -1
8x -1  [Ax+1
x —1 X -1
. 4x3—3x—1—il + K=
4 5
x -1
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8x — 1 — 4/(4x + 1)(x - 1)

L T - 2 x -1 LK =
4 16

c =
X —1
8X — 1 — 444x% — 3x -1
= 1-1/4x3 - 3x -1 - 3 + K =
4 16 5

= l-w/4x3 - 3x -1 - i~In(8x — 1 - 4,4x® - 3x —1) + C
4 16

Ho posto |/(4x + 1)(x — 1) = (x - 1)t = 7 ot 7 Ottenendo: 4x +1 = (x — nt?

t? + 1 —10t dt 4x — 1
X = — dx = ———% t=
t° -4 (t2—4) x -1

Le tre sostituzioni di Eulero in sintesi

a>0 Jax? +bx+c=tx+a-x oppure .Jax’+bx+c=+a-(t+x)
c>0 Jax? +bx +c = xt£c

A=Db®>-4dac>0 \/axz+bx+c:\/a(x-a)(x-[i)=(x-a)t

Gli integrali del tipo| [ R(x,\/axz +bx + c)dx

possono essere calcolati trasformando il trinomio

ax® + bx + c nella somma o nella differenza di due quadrati . Cosi facendo si ottengono integrali

del tipo sotto indicato , da calcolare mediante le sostituzioni proposte a fianco :

. .[R(zm/mz - zz)dz Z = m-sint oppure z = m-cost z = m-tght

. .[R(zm/mz + zz)dz z = m-tgt oppure z = m-cotgt oppure z = m-sht

. jR(z, 7’ - mz)dz Z = m-sect oppure z = m-cosect oppure z = m-cht
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Calcolo dettagliato di un integrale del tipo _[ R(x,\/ax2 + bx + c)dx

Adesso affrontiamo nei minimi particolari i vari casi che si possono presentare.

1°caso a >0 ¢ qualsiasi A=b"-4ac>0 \/axz +bx + ¢ = \/a(x - a)(x - p)
L'integrale si risolve utilizzando una delle seguenti sostituzioni:

t +a-x oppure
Jax’ +bx+c = \@-(t + X) oppure sostituzione algebrica

(X - a)t

\/X~sect=£t oppure
cos . . .
D(ax* +bx+c)=2ax+b= sostituzione goniometrica

JA xcosect=YA

sint
Dopo la sostituzione goniometrica e le opportune semplificazioni otteniamo un integrale del tipo :

[ R(sint, cost) dt

dove R ¢ una funzione razionale intera o fratta delle variabili sint , cost .

Vediamo come si procede con la sostituzione \/axz +bx + ¢ = Jg'(t - X)

Elevando ambo i membri al quadrato otteniamo: ax® + bx + ¢ = at®> + ax® — 2atx

at> — ¢ 5 at> + bt + ¢
X = —— ax® +bx+c¢c=+va——m—
2at + b \/ Ja 2at + b
dx — 2at(2ab + b) — 2a(at® — C)dt _ 4a’t? + 2abt — 2a’t® + 2acdt
(2at + b)? (2at + b)?
gy o 287 + 2abt + 2ac t_\/ax2+bx+c+x\/§
(2at + b)? Ja

Dopo la sostituzione e le opportune semplificazioni otteniamo I'integrale di una funzione razionale
fratta .
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1 1
dx| = 2 dt = A'In(t = 2) + B:In(t + 2) + C =
J‘xw/x2+2x+4 It2—4 ( ) ( )

- X+ 2X+4 +x =2
=%-In(t—2)—%-ln(t+2)+C:%Int 2,c=1p i C

t+2 20 X 4 2x + 4 4 x +2
t> — 4
Hoposto: [(X* + 2Xx + 4 =t — x|  ottenendo : X =
2t + 2
t? —4 t* +2t+4 t> + 2t + 4
X2+ 2x+4 =1t - = + * dx:;dt
2t + 2 2t + 2 2(t + 1)?

2°caso a>0 A=Db’-4ac<0
Il trinomio ax®> + bx + ¢ non & decomponibile in fattori di primo grado aventi coefficienti reali e le
precedenti sostituzioni si riducono alle seguenti sostituzioni:

t++a-x oppure
Jax?+bx+c= \/a(t * x) oppure sostituzione algebrica

txJ_r\/E sec>0

D(ax2+bx+c):2ax+b: \/I'tgt oppure sostituzione goniometrica
\/Ifotgt
of d x _J.2(1+t)(t2+2t+2) _J.(t2+2t+2) B
1+ % + 2x + 2| 2(t2+4t+4)(1+t)2 ) (t+2)2(1+t)

:I t —ZILP,:In|t+1|+ +C=
t+1 (t +2) t + 2
:In‘x+1+x2+2x+2‘+ 2 + C

x+2+\/x2+2x+2

Essendo @ = 1 > O possiamo effettuare la prima sostituzione di Eulero : [X* + 2X + 2 =t — X

) Maron pag. 222
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Elevando al quadrato ambo i membri di questa uguaglianza e semplificando i termini simili

2 _ 2
otteniamo: 2x + 2tx = t> — 2 ed anche: x = i dx = Mdt

21+ 1) 2(1 + t)°

2 2
t =X + X + 2X + 2 ,1+,/x2+2x+2=t—t 2 _rra+d

2(1 + t) 2(1 + t)

Sostituendo nell’integrale proposto otteniamo I’integrale di una funzione razionale fratta che abbiamo
risolto .

3°caso  a<0 A=b’*-4ac>0 \/ax2+bx+c:\/a(x-a)(x-ﬁ)

\/axz +bx + ¢ = \/a(x - a)x - p) = \/|a|(x - a)(B - x)
Jax? +bx +c¢ = {(X ) a)t oppure sostituzione algebrica

(B-x)t
JA xsint oppure
D(ax2+bx+c):2ax+b: PP sostituzione goniometrica
JA xcost
4° caso a<o0 A=b*-4ac>0

In questo caso il calcolo dell'integrale non puo essere effettuato nel campo reale.

1 2 -
I dx:jt+1-28t2-dt:—2jzl dt =
\/_X2_2X+3 4t (t* + 1) t? +1

—2arctgt + C = —2arctg

X+C
X + 3

Pongo : \/—xz - 2X + 3 = \/(1 - X)(x + 3) = (x + 3)t| Ottengo :

Lo+ = (438 (X =(xs3t x=2780 4y 8t 4

t2 +1° (t* + 1)°

_ 2
\/—xz — 2X + 3 = (x + 3t =(12 3t +3jt = 24t
t°+1 t°+1

Altra sostituzione goniometrica
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1
J - dx:j 1 dx=j;~2cost-dt:
J-x2 - 2x + 3 4 - (x + 17 \4 — 4sin’t

:I 2cost dt = [dt =t+C:arcsinX;1+C

JAcos’ t '

Pongo: x + 1 = 2sint ottengo: d x = 2cost-dt , sint = X ;1 , t = arcsin
1 2 1, |t-+a
dx:j—dt:——ln—+C
J.\/ax2+bx+c a -t Ja |t +4a
Pongo: \/axz +bx + ¢ :\/a(x—a)(x—ﬂ) :(x—ﬂ)t:w Ottengo :
a(X—Of)ztz . a(x - a) Xzaoz—,Bt2 dx=2a(a_2ﬂ2)tdt
X = p X — f a — t? (a - t9)
4° caso a<o0 A =Db* - 4ac > 0

In questo caso il calcolo dell'integrale non puo essere effettuato nel campo reale.

® Gli integrali del tipo IRLX; aL]dX
\/ -X

si possono risolvere utilizzando la sostituzione :

. . /x i /x )
X = a-sin’t , sint = ./[= , t = arcsin,|]— ,dx = 2a-sint-cost-dt
a a
X a-sin’t sin’t sin’ t sint
= 3 = ) = 2 = = tgt
a — X a — a-sin’t 1 — sin’t cos’t  cost

® Gli integrali del tipo jR(x;«/az-x2 )dx si possono risolvere utilizzando la seguente sostituzione:

: X .
X = a-sint , t=arcsin= , a*> — x> = a’(1 — sin’t) = a®-cos’t , dx = a-cost-dt

a

® Supponiamo di volere calcolare il seguente integrale: J'R(x;«/axz +bx+c)dx quando il radicale

Jax?+bx+c & presente solo nel numeratore .. Per ottenere un integrale di funzione razionale piu

semplice di quello che si ottiene applicando una delle sostituzioni che conosciamo, occorre procedere
come segue.
"1 si calcola I’integrale utilizzando I’integrazione per parti e scegliendo come fattore differenziale dx
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"1 attraverso un opportuno artificio si sdoppia I’integrale trovato nella somma di altri due integrali

che contengono il radicale \/axz + bx + ¢ . Uno di essi é lo stesso integrale di partenza preceduto

dal segno meno , cioe —I R(x,\/ax2 + bx + c)dx e I’altro ¢ un integrale che contiene

\/axz + bx + c al denominatore .

® Si porta al primo membro —I R(x,\/ax2 +bx+c)dx e si risolve rispetto

J' R(x,\/ax2 + bx + c)dx

® |’integrale che figura al secondo membro va risolto con una delle solite sostituzioni col vantaggio

di avere un integrale di funzione razionale fratta pitu semplice

e | ‘opportunita dell’artificio &€ dovuto alla circostanza che il radicale \/axz + bx + ¢ non figuraal

denominatore

J

JX + 3
2 2

Pongo:w/x2+3:t—x:t—t2t3:t;3 Ottengo: t =X + x> +3

2 2
x? + 3=1% - 2tx + x* , x=t 3 , dx:t+23
2t 2t

j x2+3d_X=x1/x2+3—'|.xdw/x2+3:x1/x2+3—jﬁdx:
= X4/ X +3—jx+3_3 x:x1/x2+3—'[1/x2+3dx+3jﬁdx:

2
X:J' 22t ! +3~dt:I%dt:In|t|+k:In(x+w/x2+3)+k

t> +3 2t°

dt

2'[ X2+ 3dX = XX + 3 + 3I ;dx
X2+ 3
%xw/x2 + 3+ gln(x + X2+ 3) + C

j x* + 3dx|= 1xx +3+

N

Rt
Altri esempi

— t? + 2t + 2 t? + 2) 1. 1 1
@ j 2+X2-dX :J- 2—: 2:— dt—j%dt:j(zt-i-{-l-t—sjdt:

@ Dodero
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= lt2 +In|t|—i2+ K = 1(x+1/2+x2)+ln‘x+ 2+ x| - L + K
8 2 3 x+zr )
2_
Poniamo: |2 + x* =t — X otteniamo:2+x2:t2+x2—2tx,xzt 2t2
t* +2 w3 t? -2 tP+2
dx = A2 + X2 =t - -
2t° 2t 2t
dx
| = 2f - Amt-2iBMtr2diC =
x\/x2+2x+4 t° - 4
1|n|t—2|——|n|t+2|+<:_—|nt_2 +C=
2 t + 2
1 WX +2x+4 +x -2
=—-In +C
2 X2+ 2x + 4+ x +2
Ho posto: [/ X° + 2X + 4 =t — x| ottenendo:
t> + 2t + 4

2 2
y= L -4 w/x2+2x+4:t—x=M dx = —————dt
2(t + 1) 2(t + 1)

dt = Int +1 - %In(l + tz) + arctgt + C =

j\/x Xt x| 2'[(t+l)(t2+1)

:In[ X +1j+—|n|2—x|+arctg( X 1] +c
2 — X 2 — X

Hoposto: [yJ-X* + 2x = (2 — x)t| ottenendo:
X = 2t ax = 2 - dt J-X2+2x = (2 - x)t = . 2tt2
_I_

1+ t? (1+t2)

jl dx = [d = t+C = + C

Hoposto: |41 — x* = (1 — X)t| ottenendo:
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o | d x _J.2(1+t)(t2+2t+2)d=J.(t2+2t+2)

1+ X% +2x + 2 B Z(t2 + 4t + 4)(1 + t)2 (t + 2)2(1 + 1)

S M njeeaf fC=
t+1 (t +2) t+ 2
:In‘x+1+x2+2x+2‘+ 2 +C

X + 2 + /X2 + 2X + 2

Essendo @ = 1 > O possiamo effettuare la prima sostituzione di Eulero; |yX° + 2X + 2 =t — X

Elevando al quadrato ambo i membri di questa uguaglianza e semplificando i termini simili

2 2
otteniamo: 2x + 2tx = t> — 2 edanche: x = u dx = Mdt

21+ t) 2(1 + t)°

2 _ 2
Coxs (W r2xe2  lsCroxaa-t- L2 e

2(1 + t) 2(1 + t)

Sostituendo nell’integrale proposto otteniamo I’integrale di una funzione razionale fratta che abbiamo

risolto .
2
o || X = _Ocrg . 2 (32 ; 2jdt . —3(—5 ; 2tj e
\/(_Xz + 7x - 10) 2717t 97 \t 9\ t
2 2
\/(—x + 7x - 10)
dove t =

X — 2

In questo caso risulta a = -1<0 , ¢ =-10 < 0 ; per questo motivo non possiamo

applicare né la prima né la seconda sostituzione di Eulero.Ma il trinomio ha due zeri

reali @ = 2, f = 5 equindi e lecita la terza sostituzione di Eulero:

\/—xz + 7x — 10 =\/(X—2)(5— X) = (x — 2)t

. o _B+2tt g odt B _[5+2t2_]_ 3t
5-x=(x-2) RETE (l+t2)3 (x - 2)t = 1+ t2 2t_l+t2

) Maron pag. 222
9 Maron pag. 224
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