APPLICAZIONI (Integrali di riferimento)

1
7=

dlen‘x+ x> +a’|+K

Prima risoluzione

2 2

Pongo: /x* +a° =t - x ottengo: x* + a® = t*> — 2tx + x*, Ciog: x=1 2ta
2 4 2 a2 2 2
dx—tZtadtt X + 4Ja° + x° 1/a2+x2:t—x:t—t2ta:t;rtal

2 2
J.;dx:j 22t 2-t +2a -dt:_[ 1dt:In|t|+k:In‘x+ x2+a?|+ K
2 + a2 t?+a’ 2t t
Seconda risoluzione
I 1 dX_J-XJm/x2+a2 1 dx =
VX +a’ X + a2 x4 +a’
2 2
X 1 d(x+\/x +a) - -
:J' 1+ . -dx:J. :In‘x+ x> +a’|+K
\/x2+a2 x+\/x2+a2 x+\/x2+a2
Terza risoluzione
2 2
Sipone (/x> +a” =t+x siottiene: x> + a® = t* + 2tx + x* , ciog: x = a 2tt
a2 a® —t* t*+a’
dx =- dtt Jai +x2 - xOJa® +x¥X =t +x=t+ e

2 2 2 1
J m - +ta t2+tf‘ dt=—| Eo|t=—|n|t|+|<:—|n‘\/m—x‘+k =

+ K —Intzln%

:In‘x+ x> + a°

Jxi+a® +x a’
—In w/x +a?-x/=—In (w/x +a —x) =—In|| ——||I=
JXP+a® +x Jx2+a?+x

=-2In a+|n‘«/x2+a2 +x‘:ln‘«/x2+a2 +x‘+costante
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Con lo stesso procedimento di prima si dimostra che:

fm

dx = In|x + /x? - @

+K =-In|{x*-a% - x|+ k

1 1
.[ x> +a?-dx==x4/x* +a° + =a’In|/x* + &’
2 2
2
I x2+a2~dx:xw/x2+a2—.[ xd\/x2+a2:x\/x2+a2—_|' dx =
o x* +a’

=X x2+a2—_f X t+al-a = dx=xyx* +a? I X' +a’ S = dx +azj;dx:
v T e

=x\/x2+a2—j\/x2+a2dx+azln‘x+ x* + a’

ZI X2 +a?dx = x4x* +a? +a2In‘x+ x* + a’

Alla stessa maniera si calcola: j JxP-atdx = %x\/x2 -a’ + %azln

+ Kk

X + 4/X* - a’

Prima risoluzione

x+\/x —a? 1
.[ dX_J. a2 242 dx
\/ a x+\/x a

X 1 d(x+,/x2—a2)
:I 1+ . dx= =In‘x+ x*—a’ [+ K
JX—a® ) x+xt -a’ X + X — &
Seconda risoluzione
. ‘+a’
Pongo: /x* -a” =t -x ottengo: x> —a’® =t> — 2tx + x*, ciog: X = t 2ta
2 2 2 2 2 2
dx:t—zadt t:x+\/a2—x2 \/az—xzzt—x:t—t ta _t-a
2t 2t 2t
dx = /dt —dt=Int|+ k= In‘x+ x> —a’|+K
[t 2] bl

Terza risoluzione

2 2
Sipone X’ -a? =t +x siottiene: ¥ —a?=t2 +2tx + X , ciog: x = a -t

2t
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2

dx:az—;ztzdt t=ya’-x*-x 0 w/az—xz=t+x=t+_a;t_t2:t2 ;ta
1
[ \/7d - I/gf /Zf{-dt:—J cdt=—In[t}+k=—In| (' ~a® ~x+k =

:In‘x+ x? —a’

+ K Inx+4/x*+a®

+K —Intzln%

~In| ¥ +a? ~x=—In (m_x)gii

:2Ina+ln‘«/x2+a2—x‘:ln‘«/x%az—x‘+costante
1 1
_[ X +a’ -dix:Exw/x2 +a? + Eazln

aZ
_|n - -
Jx2+a?—x

X+ x> +a’|+k

Prima risoluzione

2
J‘\/x2+a2-gzxw/x2+a2—jxd\/x2+a2:x\/x2+a2—J'\/%dx:
x> +a

:xw/x2+a2—_[X va’—a’ dx=x,/x* + a? I X +a S 2 dx +a2I#dx:
X% + a? X% + a? X% + a?

:x\/x2+a2—j\/x2+a2dx+azln X +x* +a’

2J' x> +a?dx = xx* +a* +a’ln
] ) 1 1
Alla stessa maniera si calcola: j JxF-atdx = EX‘/XZ -al + Eazln
2
X
2 2 _ 2 a2 2 _q2_ 2 a2 -
'f«/x a’-dx=xyXx" —a de\/x a x\/x a jmdx

X + 4/X? + a°

X+ x> -a’|+k

=X«/X2—a2—J. X —a tra 2= 2 dx=xyx® - .[ X —a’ dx+aj
X2 — a? NS

= XyX* —a’ —j JX* —atdx +a’ln
2J. x> —a’dx = x4x* —a® +a’ln

X 4+ 4/X° —a®

X + 4/X? — a?
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Seconda risoluzione

2 2
Pongo: /x’+a’ =t-x ottengo: x¥ +a?=t?+ x¥ —2tx 2tx=t’—a X:tZta t=x+x*+a’

2 2 2
- 2

t’+a a t?+a?
dx= dt X +a’ =t— x?+a%=
2t° 2t 2t

+

2

> t?+a’ t°+a 1ct*+2a%t*+a* 1 1 1
J‘ X +a -d x= J‘ . t:ZIt—3:ZI(t+2a2.E+a4.t_3jdt
j«/x +a’-dx== [ t>+2a® In|t|——]:%xw/x2+a2+%azln‘x+ X% +a?

4

+k

4

a a
tz—t—2:2x2+a2+2x\/x2+a2 —

2x2+a2+2x\/x2+a2
L at . —— a4(2x2+a2—2x\/x2+a2)
tP——=2x"+a’+2x /X +a’° -
t? 2,42 [\2 | o2 2, 42 [\2 | o2
(2x +a“+2X X +a )(Zx +a“—2X X +a )

~ (Zx +a’—2xx*+a )
——=2x’+a +2Xm_;l«x{+a \Qk \%K M

tz—"jl—Ll:2x2+a2+2x\/x2+a2 _;ar“/(2x2+a2—2x x2+a2)
2 P

4
a
tz—t—2:2x2+a2+2x x2+a2—2x2—a‘2+2x\/x2+az:4x\/x2+a2 oppure:

1t'-a' 1 t°-a’ t?+a’ 1_ 2x°+2a°+2X x2+a‘°‘_1X X*+al+xyx*+a’
8 t° 4 2 t 4 X + X2 +a’ 2 X + X2 +a’

_1 X+a 24 xy X2 +a’ \/x +a’-x 1. K—f@am_\{“ A% — K
2 x+\/x+a \/x +a?-x 2 X{Jra—)([

Terza risoluzione

-dt

Pongo: x=a-tgt tgtzi Ottengo: dx:a(l+tgzt)-dtzca
a

0s’t
HJ
sin’t |
x’+a’=a’- NG —

cos’ t COSt

Pagina 4 di 11



a a’ 1 smt
j x2+a’-dx= dtzj cltzj—dtgtza2 o jgtd

cost cost cos’t cost cost
a’ » sint sin’t , sint 1-cos’t , sint a’ a’
j ;-dt=a J. ;-dt=a’- aj' s—dt=a"-— —j—sdt+J' dt
cos’t cos’t cos’t cos’t cos’t cos’t J cos’t cost
2 H 2
a sint a
2 dt=a’- + dt
-[ cos’t cos’t -[ cost
gt L. ot
_I_
2 2 . 2
a 1 gt 1 1+sint 1 1 J1+tgit
dt==a*. +-a’lnm—/——==3a’-tgt-l1+tgt +—a’ln——=—
Icos*"t 2 1 2 cost 2 0 0 2 1

JL+tgt - JLrgh J1+tg’t
tgt+«/l+tg t
:— X4/1+ X? + a In—)z— X4/14+ X2 + —In(x+,/1+x )

2

gt

Iﬁdxj

cos’t

‘1+tgx‘
i A
Dimostriamo che: dezlnl SInX:In 2

=In
X
COS X COS X ‘1-tg

o 3+%)

1 cosx 1+sinx 1+sinx 1+sinx
j dx:'[ —. " x:j . =In +C
1+sinX COS” X 1+sinx COS X COS X

COS X

Integrazione per sostituzione

X 2 1492% 1-t?
Pongo tg—=t Ottengo: x=2-arctgt dx=—-dt cost= =
2 1+t 1 2 X 1+t
+19g
1 1+t
——dx= —dt——lnl ti+Inl+t|+C=In=—+C
Icosx J-1— yz{[ 1-t? L-tj+injt+] 1-t
X
1+tg— .
Ld x=In 2 +C:Intg(£+£j +C:Inl+sz+C
COS X 1—t X 2 4 COS X
—19
2
L AL B L 1oA@+t)+B@-t) t=1 > A=l t=1 = B=1
1-t° 1-t 1+t 2 2
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X X . X X . X X X o X X X X
1+tg =~ cos—+sin— cos—+smE cos E+sm §+25m5COSE 1+2:~:m§co:~:E Lsin x

X X . X X . X X . ,X B
1-tg~ COS——Sin— COS—-+Sin— cos? = —sin? = COSX COSX
2 2 2 2 2 2 2

1
J.Ed X_Isin(72T+x

[——dx J4dtg( ijm

COS X
g(z 4j

Integrazione per parti

j —xdx-xaz—xz—jxd\/az—xzzx\/az—xz+J‘x-ﬁdx:

= X4/a’ J. *dx +I *
= xqya’ — x° —I a’? — x%dx + a? arcsing

X
ZJ a’ — x*dx = x4a® - x* + a®arcsin—
a

Iw/a2 - x2dx = %x,/a2 - X2+ %azarcsin5 + k
a

Integrazione per sostituzione

j«/a2 - xPdx = j\/a2 — a’sin®t-acost-dt = azjwll — sin®t-cost-dt =

) ) .2l + os2t 1, 1 _
a J'cos t-dt = a j—dt = a jdt + EICOSth(Zt) =

2

2

1 . X
+ Za%arcsin= + k
2 a

Lao(t + Lsinat] = 1az(t + sint-cost) = L@ - x
2 2 2 2

NN

. . X . X
Pongo: x = a-sint , dx = a-cost-dt , sint = —, t = arcsin— —% <t <
a a
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2
: X 1
cost = 4/1 — sin’t = 1-—5 == x? — x?
a

a

Le sostituzioni di Eulero, pur avendo una portata generale, spesso conducono a calcoli laboriosi.
Questa circostanza ci consiglia, quanto possibile, ad effettuare sostituzioni differenti o individuare

1
_'[\/ax2+bx+c

procedimenti piu semplici. dx

Se non vogliamo utilizzare una delle sostituzioni di Eulero , bisogna operare in modo che il trinomio
di secondo grado risulti la somma algebrica di un quadrato perfetto e di un altro termine .

L’algebra elementare ci insegna che un trinomio di secondo grado pu0 essere scritto nella seguente

2
maniera: ax> +bx +c=a (x + ij _ Az
2a 4da

1 1

dx:i_[
+ Ja 2
R (RN

Serisulta: a > 0 (e A < 0 oppure A > 0) otteniamo:

IZJ.\/ax2+

! dx = iIn

Ijmdxﬁj\/{(wrbjzA - Ja

b ( bjz A
X + — + X+ —| -
2a 2a 4a?

dx_I ! d(x+1)=|n‘x+1+1/x2+2x+5‘+K
\/x+1 + 4

Serisulta a < 0 e A > 0 allorasi procede come segue:

| ez
ax® + bx + ¢ =-a— - | X + —
4a 2a

j\/x + 2X + 5

I I ! J ! dx = arcsin 2ax + b
Jaxt + bx + ¢ J-a A b\ J-a JA
JLaz‘(X 26”
d(x—zj 2
I ! dx :iJ' 3 :iarcsinx 3 4 K=
V-3 + 4x -1 37 4 2 3 1
fa-(x-3) ;

= ——arcsin(3x - 2) + K

&
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—3x2+4x—1:—3(x2—£x+1+£—ij=—3(x—g) 21 :31—(x—gj
3 3 9 9 3 9 9 3

mx + n

| = d
'[\/ax2+bx+c ’

Se non vogliamo utilizzare una delle sostituzioni di Eulero , bisogna operare in modo da fare
comparire al numeratore la derivata prima del trinomio di secondo grado che compare come
radicando e poi scomporre I’integrale proposto nella somma di die integrali di cui uno &€ immediato e

I’altro assume la forma dell’integrale calcolato precedentemente .

mx + n _( 2a
J.\/ax2+bx+ch_J.

=ﬂjd ax2+bx+c+(n—m—b)_[ ax =
2a 2a \/axz +bx + ¢C

m > mb dx
—Jax® + bx + ¢ + n——J.
2a 2877 Jax® + bx + ¢

Ricordando che D(2x2 + 8x + 1) = 4x + 8 possiamo calcolare il seguente integrale :

Ex _ 3 5(4x+8)—13
I dx|= [ 4 dx =
\/2x2+8x+1 \/2x2+8x+1

5 4X + 8 1
=2 dx — 13 dx =
4'[\/2x2+8x+1x J\/2x2+8x+1x

5\/2— 13 d x
= —y2X° +8x +1 - —
2 \/EI

\/xz sax 4+t
2
:§1/2x2+8x+1—£lnx+2,/x2+4x+l + K
2 V2 2
L“integrale j ! dx si risolve utilizzando la seguente sostituzione ;
(mx + n)jax® + bx + ¢
1 1 1 n dt
mx + n= = t = X = — — — X = ——
t mx + n mt m mt

Pagina 8 di 11



1 dt _

dt

dx|= | S (I
J. (mx+n)\/ax2 +bx +c 1 1 - m)z (1 B mj JAZ 1 Bt+C
- +b +C

J- dx _ _J- t2 _
(x = Dy=x* + 2x + 3 1\/—(1+1)2+2(1+1j+3

dt 1 dt
J

dt
= _I = _J'— = (=
t\/—l—f—tlz+2+§+3 VAt -1 2 ,/tz—i

2+\/—x2 +2X + 3
2(x - 1)

+ K

+ K =

j Jax® + bx + cdx

Y P L
4 2

Se non vogliamo utilizzare una delle sostituzioni di Eulero , bisogna procedere come segue:

b A

2
_[ ax2+bx+cdx:\/5j\/(x+5) —de

cheédeltipoI,/x2 + a’-dx se A < 0, deltipo J',/x2 —a’dxse A>0.

Altra risoluzione

I:j ax2+bx+c-%zx1/ax2+bx+c—jx- 2ax + b dx =
2\/ax2+bx+c

ax2+gx
x\/ax2+bx+c—f\/axz+bx+c-dx:

ax2+bx+c—(t2)x+c)

.dx =

x\/ax2+bx+c—j \/ax2+bx+c
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b
—X+cC

:x\/ax2+bx+c—j\/ax2+bx+c+j 2 dx =
Jaxt + bx + ¢
2ac
1 b ax+T
2I=x\/ax2+bx+c+—-— dx =
2 a’ Jax? +bx + ¢
:x\/axz + bx + ¢ + EE\/ax2 +bx +c + i(@ - E)In‘ax + \/axz + bx + c‘ =
2 a Jal b 2
_ 2
:x\/ax2+bx+c+1-9\/ax2+bx+c+uln‘ax+\/ax2+bx+c‘
2 a 2b/a
_ 2
_[\/axz+bx+c-dx=(§+£j1/ax2+bx+c+uln‘ax+1/ax2+bx+c‘+K
2 ' 4a 2bva

L’integrale del tipo I Jax? + bx + cdx|o, pit in generale , del tipoj R(x,\/ax2 + bx + c)dx

puo essere risolto utilizzando una delle tre sostituzioni di Eulero.

Prima sostituzione di Eulero: a > 0

Sipone jax’ + bx + ¢ =t = +/a-x si ottiene:

Analizziamo la seguente sostituzione: |yax? + bx + ¢ =t + +a-x

c — t?

-~ = t=Jax* +bx +c - +a-x
2Ja-t — b J

ax? + bx + ¢ = ax? + 2Ja-tx + t2 X

2(—\/5-t2 + bt — C\/E)
dx = 5
(2\/5-t - b)

c-t?  4Ja-t? - bt +cya

ax? +bx +c =t + +a- =
I 2Ja-t - b 2Ja-t — b

(32 _ 2 _a)?
jx2—2x—1-dx Jt2+2t_1' (t+2t21)-dt:—lj(t+2t31)dt:
2(t + 1) 2(t + 1) 40 (t+1)
2
t+1)° -2
-—lj[( )3}dt:—£j(t+1)dt+j a - | L
4 (t +1 4 t+1 (t+1)
=1(1t2+tj+ln|t+1|+;2+C—£=
4\2 2t + 1) 8
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:——(t+1)2+;2+ln|t+1|+K:
8 2(t + 1)

1

2
:——(1/x2—2x—1—x+1)+In1/x2—2x—l—x+l‘+ L -+ K
8 Z(w/xz—Zx—l—x+1)

Ho posto: |{x* — 2x — 1 = x + t| ottenendo:

2 2 .
X = —g dx = _wdt t

2t +1) 2t + 1)°

= Jx° = 2x =1 - x

Seconda sostituzione di Eulero: ¢ > 0

Si pone: yJax? + bx + ¢ = xt + c  si ottiene: ax® + bx +c = x’t? + 2Jc-xt + ¢ se

consideriamo la sostituzione: \/ax2 +bx + ¢ = xt + +/c| Essendo x # O possiamo scrivere :

X_2\/E~t—b dX_Z(\/E-tZ—bt+a\/E) t_\/ax2+bx+c—\/5

a - t° (a _ t2)2 X

JR— .2—
\/ax2+bx+c:—2\§tt2b-t+\/5:\/€t bt + av/e

a — t?

Terza sostituzione di Eulero: A > 0 (cio e sicuramente vero seae c
hanno segni discordi)

Se « & uno dei due zeri del trinomio ax® + bx + crisulta ax*> + bx + ¢ = a(x — a)(x - f)

La razionalizzazione avviene attraverso la sostituzione:

\/axz +bx + ¢ = \/a(x - a)x - p) = (x - a}t

2.2 ax - g — of? 2a(f — alt
a(X_a)(X_ﬂ):(X_a)t,t: %'X:%'dxz(;ﬂ_—tz?dt
\/axz+bX+C=[LCZt2—aj-t:a(ﬂ_?)t

a -t a -t

(™) Stoka Pipitone pag. 618
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