Integrazione di alcune funzioni trascendenti

® Gli integrali del tipo: IR(e“‘)dx con R funzione razionale di €™, si risolvono mediante la

sostituzione:  e” =t, X =In_t, dx _dt jR(e“‘)dx = EJR(t)dt
o ot a° t

L“integrale I )dt si risolve applicando il metodo di Hermite-Levi in quanto si tratta

dell’integrale di una funzione razionale fratta.

e  Gli integrali del tipo: P(x)-e™dx con P(x) polinomio razionale intero di grado n , si

risolvono applicando la formula dell‘integrazione per parti finché le derivate di P(x) non si

riducono ad una costante . Ad integrazione completa si ottiene:

[P(x) e“"dx——P e - jP

(04 o (04 (04
® Gliintegrali del tipo: JR(In x)dx con R funzione razionale di Inx , si risolvono con
la seguente sostituzione: Inx=t x=¢€" dx=e'dx
® Gliintegrali del tipo: jR(sinx,cosx,tg x)dx con R funzione razionale di sinx, cosx,

tg x si risolvono con la seguente sostituzione:

X X 2
tgo—=t —=arctgt x=2arctgt dx= dt
g 2 2 g g 1+t?
X X X
. 295 ot I-g°) 1 ¢ 2195 oy

Sostituendo , otteniamo I’integrale di una funzione razionale fratta .

OSSERVAZIONE

N—

Se abbiamo |R(-sinx,cosx) = —R(sinx,cosx

allora é piu conveniente la seguente sostituzione:

Se abbiamo |R(sinx,—cosx) = —R(sinx,cosx)|allora & pill conveniente la seguente sostituzione
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Se abbiamo

R(-sinx,—cosx) = R(sinx,cosx)

tgx =t

, (1 + tgzx)dx = dt

1

, dx =
1+ t?

dt

allora € piu conveniente la seguente sostituzione:

® Gliintegrali del tipo:

j R(sinx)-cosxdx

J. R(cosx)- sinxdx

J. R(tgx)-dx

con R funzione razionale di sinx , cosx , tgx si risolvono rispettivamente con le seguenti

sostituzioni:

. tgx =t
sinx =t cosx =t 1
cosx-dx = dt —sinx-dx = dt dx =
ottenendo rispettivamente i tre seguenti integrali di funzioni razionali fratte:

[ R(t)dt ~ [ R(t)dt

e Gli integrali del tipo: J'R(sinzx,coszx,tg x)-dx si risolvono con la seguente sostituzione:

2

1 .
tgx=t  x=arctgt dx=1 dt  sin®x= cos’ X =

+t? 1+t? 1+t2

2
J.R( t 20 . 2’t]' ! z'dt
1+t 1+t 1+t

che e I’integrale di una funzione razionale fratta .

Isinz”x-d x=j(sin2 x)n -d x:j(%jn -dx

Otteniamo il seguente integrale:

J'sinzn*lx-d x=j(sin2 x)n -sinx-d x:—J'(l—cos2 x)n .d cosx

jcosznx-d x:j(cos2 x)n .d x:j(%)n .d x

J'coszn*lx-d x:J'(cos2 x)n .cosX-d x:J'(l—sin2 x)n .dsin x

Applicando le formule di Werner possiamo risolvere i seguenti integrali :

Icowx-cosﬂX-dx = %j cos(a — B)x-dx + %I cos(a + B)x-dx

J' sinax - sin Ax - dx %J' cos(a — B)x-dx — %J' cos(a + B)x-dx
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J. sinax-cos Ax-dx = %I sin(a — B)x-dx + %j sin(a + B)x-dx

® |ntegrando piu volte per parti , possiamo risolvere i seguenti integrali :

j P(x)-cosax-dx = éP(x)sinax - i‘[ P'(x)-sinax-dx =----

J‘ P(x)-sinax-dx = —iP(x)cosax + éJ‘ P’(x)-cosax-dx =----

P(x) & un polinomio di grado n nella variabile x.

ESEMPI

Pongo: € =t ottengo: x = Int , dx = at

e’ > 1 t t _
Ie3x+1dxzj.m.ft:-[t3+1dt:-[(t+l)(t2—t+1)dt_

2t -1
={A-In(t + 1) + B-In(t> =t + 1) + C-arct + k|=
(t+1) ( ) 9= 75
2 1 8v3 2t — 1
= |-=In(t + 1) + =-In(t* — t + 1) + —-arctg——— + k|=
5 ( ) 5 ( ) 15 g J3
2 1 83 2¢* — 1
= [==.In(e* + 1) + =-In[e®* — & + 1) + -arct + k
5 ( ) 5 ( ) 5 0 V3
t A 2Bt — 2B C+3

= + +
t*+1 t+1 tP-t+1 2(t2—t+1)
2t = 2At2 — 2At + 2A + 4Bt2 — 4Bt + 2Bt — 4B + Ct/3 + C+/3

2t = (2A + 4B)t” + (-2A - 2B + CV3)t + 2A - 4B + ¢V3

A+2B=0
—2A-2B +CJ3 =2 Az—% B:% , c:@ In questo esempioé a = 1.
2A - 4B + C3=0

2
. . p2X 4 @i (eZX) + (eZX) - N
Se invece avessimo avuto: | = _[de = j ~——~5——dx si doveva porre: e” =t,
; (=)

in quanto in questo esempio € a = 2.
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Ricordando che:

X 2 X
X . 219 ot l-19s 1 ¢
tg—- =t ) sSInX = X = >, COSX = X = >
2 2
dx = 2 dt i—arctgt X = 2arctgt
1+t 2 '
possiamo risolvere i seguenti integrali:
1 2
.—dx:J’l”- 2zdt:'[ldt:ln|t|+C:Intgﬁ+C
sin x 2t 1+t t 2
1 2 1+tg*
[ o= [0 2 =2 Lo =2imi = 2|, ¢ =
COS X 1-t* 1+t 1-t 2 1- 1-tgX
gz
:Intg(£+5j+c
4 2
V1 X X
tg— + tg - 1+1tg_-
tg(erﬁ)_ 94795 _ 92
4 2 T, X X
1-tg--tg- 1-tg-
94 92 92
1 1
[—dt = [ ——~——dt = AlnfL - t| + BInfL + t| + C =
1-t 1-t)1+1)
S R L QY TR I P o
2 1 2 1-
1
1 A B A+B=0 A=§
- = - + 1=-(A+B)t-A+B
1-t 1-t 1+t -A+B =1 |o_ 1
2
1
_[X >+ 5 _XdX=I L 5 dt=j%dt:%arctgt+l+C—
e +2+5e (t+2+)t t? +2t+5
t
:larctgele C
2 2
e* =t X = Int dx:l e’X:}
t t
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X » X

tgﬁzt ,  sinx = v >, COSX = = >
2 2
dx = 2 dt X arctgt X = 2arctgt
1+ t? 2 '
11—t
1 — cosx 1+t> 2t dt 43 1
—— T .tgx-dx|=2 ~ - = dt = — d(1 - t*) =
I1+cosxg -[1+1—t21—t21+t2 I1—t“ j1—t4( )
1+ t?
4 4 X
:—In‘l—t ‘+C:—In1—tg E+C
I sin3x-sinbx-dx| = E.[ cos2xdx — lj cos8xdx = 1sin2x - isin8x + K
2 2 4 16
I sin3x-cos2x-dx| = EI cosbxdx + 1J' sinxdx = —i0035x - 1cosx + K
2 2 10 2
1 1 1 . 1.
J' cos3x-cosbx-dx| = —I cos8xdx + —j cos2xdx = —sin8x + =sin2x + K
2 2 16 4
X » X
X . 219 2t l-19s 1 ¢
tg—- =1t ) sinX = X = >, COSX = X = >
2 2
dx = 2 dt L arctgt X = 2arctgt
14 t? 2 '
2t 2t
sinx 2 2
J-—_ dX:I 1+t = 22. :J. 1+t = 22.dt:
SINX — COSX 2t _1—t 1+t 2t —1+t° 1+t
1+t% 1+t 1+t

t

= 4] (t* + 2t —1)(1+t2)dt =4 (t +1+‘/§)(t +1_\/§)(1+t2)

dt =

= 4[A-In‘t + 1+ \/5‘ + B-In‘t +1- \/5‘ + C-In(l + tz) + D-arctgt] + k =

= %-In‘t +1+ \/5‘ + %-In‘t +1- \/E‘ —~ %-In(l + t2) + arctgt + K
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X = Int

= |ne* — In(eX + 1) + K

dx

1
t

1 (11 1 1
m'dt‘f[rt+1)'dt‘f?dt‘ft+1'd‘
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