Unita Didattica N° 35 Esercizi sui sistemi lineari e sui sistemi lineari parametrici

Risolvere i seguenti sistemi lineari

X +y+z= 4
X+2y+z2-1=0 2X+y+z+1=0
01) 02) 03)32x —y +2z =1 (21,-1)
2x +4y -2 +1=0 4x + 2y -2 +1=0
X+ 2y —2=5
X -2y =1 X -2y =1
04) <2x + y =2 (1,0) 05 <2x + y =2 (sistemaincompatibile)
X —y = 3x —y =-1
X -3y +z=1 X+y+z=3
06) X + 2y — 2z = -1  (sistemaincompatibile) 07){x -y -z =-1 1,2-z,2)
2X -y -2 =2 X-y-z=1
X + 2 z=1 12 1 2xt+y=4
-Z= + +
08) y (-Z 22 ),zj 09) Ix + 3y = 2 (2,0)
X-y+z=-1 3 3
7x + 11y = 14
X+ 2y =6
X+y+z2=2 - - X + 2y =7
10) y (5 2’3(1 Z)’Zj 1) y (lﬂ)
2x — 2y —z =1 4 4 4x +4y =13 2 4

10x + 12y = 38

2X—y+z-t=1 (4-2 5t + 3 xray=3 g
12) y - ( -2z zo oA ,z,t) 13) ox —7y = 4 (——J
X+ 2y —72+ 2t =2 5 5 111
4x — 3y =10
X+y+z=1 X+y=0
14) 92x + 3y +z =3 (-2z,z + 1,2) 15) <2x — y = 6 (impossibile)
4x + 5y + 3z =5 X +4y =7
X+y=4
X —y=2 X+y—-—z+t=4
16) (3,1 17) (12 + 4z,-8 -t — 3z,z,1)
33X +y=10 2X + 3y +z+3t =0
5 +y =16
2x — 3y + 4z = -1 X=52—13
5
18) 43x - 2y + z = -5 [ 107 — 7 R;=3-R, +4-R, ]
6x + y - 8 = -17 y = c
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19) Ix - 3y + 22 = 2 [ [
5z -1
5x + 13y - 10z = 6 y= 7
X -y + 2z = -1
20) 2x + 'y - z = -3 ( non ammette soluzioni )
X — 4y + 7z = 2
-7X - 6y + 8z = 43 X =
X -2y + z =
21) 22) ¢ 5x - 8 = -79 Jy =
-2X + 4y - 2z = -2
-2X — 6y + 3z = -12 |z =
x+29—2=>5 ; :
XL% 2x+3y+z=5 [mdelcrmmﬂm con oo su]uxioni:}
b ykdz=10. [FE1tpy=1l-pir=p

x+y+2=0 _ ;
43 243y +tdr=0 [mdetermmam con oo’ sofuzioni:}

X072 =10 X=p,y=-2p; 2=p
X+ylgatzcotga=3

B3 {x—ytgatzeotga=1 (a#éj)
x+ytga—zeotga=1 2 =1 y=colg a; 2=1g a
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Risolvere e discutere seguenti sistemi lineari
_k+1
kx + y + z =1 k+2
O1)<x + ky + z = Kk y=kl2
+
+ y + kz = K K2 3
Z =
k+2
« - 2k +3
kx + y + z = -k kk+2
02) ¢9x + ky + z = 2k-3 y = k+2
+
y + kz = k’-2k K23
Z =
K+2
« = _ k+1
2kx + y + 3z = 1 2(k +2)
03) «2x + ky + 3z = Kk y = k12
+
2X + y + 3kz = Kk (k +1f
Z =
3(k +2)
w = _ k+1
2kx -y - z = 1 2(k1+2)
04) ¢2x — ky - z = Kk y = K12
2x -y - kz = K (k +1)
z = —~—=
K+ 2
w = _ kK+1
3kx -y + z = 1 3(k1+2)
05) 3x - ky + z = y = K12
X -y + kz = K (k +17
z = ~—
K+ 2
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X = _k+1
kx + 2y + 3z = 1 k+2
06) ¢+x + 2ky + 3z = Kk y = kiz
_ 2
X 4+ 2y + 3kz = k o (k + 17
3k +2)
2k =
x  + (2k+21y 6 X - oK.
07) J(2k-3)x + (2k-2)y = 3
y = 2B-k)
2(k — 6)x (2k -11)y = -6
Bk-1x + 3ky = x = 3k_2)
08) {Bk—4)x + (Bk-3)y = g a
(Bk+8)x + 3k+3)y = 15 Y =
(4k +4)x + (4k+5)y = 6 C — ak_1
09) <(4k+1)x + (4k+2)y = 3
y = 2(1-2k)
4k +4)x + (4k+17)y = 18
(Bk-3)x + (k-2y = 12 X - 23k _8)
10) <«Bk-6)x + (3k-5)y = 6 { ) 53— K)
3k—6)x + (Bk-17)y = -18 y =
Bk +6)x + (3k+7)y = 18 x - 3Bk+1)
11) <Bk+3x + (Bk+4)y = 9 _ ok
3k-4)x + (3k-11)y = -36 y =
(2k +4)x + (2k+5)y = 30 X = 5(2k_1)
12) sk +1)x + (2k+2)y = 15
y = 101-k)
2(k +11)x + (2k +23)y = 120
(+2e + (k+2y = (L k-4
13) J(k-2x + (k-1y =1 5§ R, = —4R, + 3R,
(k+10)x + (k+1l)y = y = —3—
(k+1)x + (k+2y = 12 ~
14) k-2x + (k-1)y = 6 x = 2k-4) R, = 3R, — 4R,
y = 25-k)
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5k -5)x + (Bk—-4)y = 6
(Bk—5)x + (5k —4)y X = s(k_2)
15) (5k —8)x (5k-7)y = 3 11 , = -3R, + 2R,
(Bk+1x + (Bk+2)y = 12 y =
5k + 7 5k+8)y = 6
Bk +7)x + (5k +8)y X = 5k +2
16) (5k +4)x + (5k+5)y = 3 ek 1 , = 2R, - 3R,
(2-5k)x - (Bk-1)y = 3 y =
. - 2(1 - k)
X + ky - z = K k -2
17) X + 2ky + z = -2 y = 3%2) se k#-1Ak=#2
kx + 3y - 3z = 3 (3 — K2
7 =
3k - 2)
= 3h
Per k = 2 il sistema e impossibileper k=-1 <y = 2h+1
z = h
2
X =
X +y -z =1 k +5
18) Jkx + 3y - z = y = k65 se K#-5nk=#2
+
-X + ky + 4z = 2 3_k
z = ——
k+5
X = 2h
Per k = —5 il sistema € impossibile per k = 2 y = 1-h
z = h
XX + X o+ X =2 X, + 4x, — kx; = 0
45) 2%, + X, = Kk 46) X, + 3% =0
3 - kx, — X3 = 2k-2 ke, + X, — 10x; = 0
2x, + X, — 4x, = 2 (k+2)x, + 3x, + X% = 0
47) 4% - 5X, = -3k 48) x, + (k+2)x, + kx; = 0
X, + 6x, — 4x, = k-4 (k+1)x, + 6x, + 4x = 0
3 + kx, + 3% = 0 3X + 2y + z = -1
49) «x, — X, + kx; = 0 50) {7x + 6y + 5z = A
9%, + 5%, + 4%, = 0 X + 4y + 3z = 2
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X o+ y + 7z =0 X + y + Az =
51) ¢6x 4+ y — 2z = 2 52) <x + Ay + 7 =
-2X - 2y + 1z = -3 AX + 2y + 7 =
X + Yy + Az = 2 X + vy + Az = 3
53) ¢x 4+ Ay + z = -1 54) X + Ay + z =0
X+ Yy + 7z = -1 X + y + z =0
B3-22)x + (2-2)y + Az =
55) 4(2-Ax + (2-A)y + 7z =
X + oy o+ (2-2)z =
(k+3)x + 'y + 2z = k X o+ Ay o+ (A+)z =
56) kx + (k-)y + z = 2k 57) X o+ y + (A-1)z =
3k+1)x + ky + (k+3)z = 3 (A+1x + Ay - (22+3)z =

X — hy + hz =
67)
hx — y — hz =

(k+6)x + 3y + z = —k*-6k-3
76) x + (k+6)y + (k+4)z = 2(k’+9k+22)
(k+6)x + 6y + 4z = 24 — K
1
X = ——
2x + hy — z = 1 51h
77) Ihx - 27 = -1 -
) yhx y + 2z y "
3X z = 0 3
7 = —
h-5
h*+5h-1
X = - =
(h-1x + vy - h h(l21+2)
78) 4(h+1)x - 'y + hz = h y = %
+
(2h-1)x + (h+l)y + 2hz = 1 . 251_3h§
~ hh+2)
k+3x - 'y - 3 = 0 x = 3k-1
79) 2x  + (k-)y - 2z = 0 y = 2k
2x -y o+ (k-2 = k{k*-1) z = k*+2k-1
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x + hy + (h-1)z = 0
80) <hx + vy = h-1
X -y - Z = 1
mx =2 2ax — y =1
Ty X —hy + hz=1 y
87) <2x + mx + 3mz = -2 88) 89) <3x —ay =0
hx —y +hz=0
4x +y — 32 =8 ax — 2y =
X +y=0 X +y + kz =k?
90) «<x + hy = -1 91)* {x + ky +z =Kk
hx —1= 1 kx + y+z=1
kx —y +z=1 k #1 A k # —2 : unasoluzione
92) «x —ky +2z =k k =1: ® soluzioni
X —y+k =1 k =-2: incompatibile
X + 2ky = _
93) / (k = =2 - impossibile; k »= -5 x = 2k *8 =4
2x — 3y =6 4 4 4k + 3 4k + 3
X+ y=-1 X+ 4y =1
oqy ¥ T 2 =1 o5y Ik 4 oy= 1 96) lex + 20y < 3
X+ Ay + (2 - Az =2 Y= =
X +Ay= 4 2x +2y =1
2Xx + 4y =1 AX + 24y = 2 2x + 2y = 1
97) {AX + 2y =1 98)<2x + Iy = 1 99) 2-A)x+ y =0
2X + 22y = 1 X — Ay =0 X + 4y =1
2x + A +Dy = 0 X+ y= 4 X+ (A -Dy+2z=1
100) | x + Ay =-1 101) x + y= 1 102) <A + Az =2
AX + y = 4 X + Ay = -1 X — y =-1
2 — =
103) ATX + Y 27 = 2
X+ y+(A-1Dz=1
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Studiamo le soluzioni dei seguenti sistemi lineari:

—kx+y+hz=k fex + 2y =2
Dix—p+tz=1 . D IRE=Dxt+3p=2
x—ky—z=1 kx+ (e +3)y=2k—2

al variare del parametro reale k.

1) Consideriamo la matrice incompleta e completa:
Nel primo sistema:

e 1 R —k 1 k k
al=l =il 1 e A=l vl i s)
1 = =il 1 =44 =i 1

A& una matrice quadrata di ordine 3 e se il suo determinante ¢ diverso da 0, il sistema ¢ determinato.

Calcoliamo il determinante D con la regola di Sarrus:

P s

1 -1 Bl

EhEE R T
D=—k+t1-B—(—k+R-D=—k+1-F+k-EF+1=-2k+2

1l determinante & uguale a 0 per: —2k*+2=0 = F*—1=0— k=*1.

Calcoliamo D, con Ia regola di Sarrus:
—kiak kil Stk i

a) Se k# * 1 allora D# 0 e il sistema ¢ determinato. il 1 1e ]

Calcoliamo le soluzioni con la regola di Cramer. Bl kel
CQFC0113111() D, con la regola di Sarrus: Dy=k+k+k—(k—k— =4
|k 1 k| k 1 4 Dokl Dk

{1 “imama , BVTD T a2 1-#
M=k =1 —k Calcoliamo D con la regola di Sarrus:
D\.:ie+1—le2—(fie—fe2—1)=fe+1-fe2+'la'+!e.2+]=2,(e+2. =N e
B 2k+12 20k +1) 1 s e el
Allora x=——= S = = :
DiEE 2 b2 D (0 Bk i et e

Studiamo ora i casi in cui si annulla D.

7 ;i : : ? b) Se o= —1 il sistema dato diviene:
Dz=le+]‘_fe-*(#/eﬁ-/e“+ D=k+1—k+hk—Fk—-1=2k—-2k x+y—z=-1
D, 2k =2k 261 — R k x—yp+z=1
Allora z = = = = - : : :
D -2F+2 20-hHA+H 1+k x+y-z=1

Osserviamo che la prima e la terza equazione hanno uguali il primo membro, x + 3 — z ma diverso il secondo
membro: le due equazioni risultano incompatibili e dunque il sistema & impossibile,
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¢) Se k=1 il sistema dato diviene:  Se moltiplichiamo per =1 la prima equazione otteniamo:

ey el e e
<‘, Xin)E = Sz =]
l.x*_],'—z:] el el

Osserviamo che la prima e la terza equazione hanno uguali il primo membro, x — y — 2, ma diverso il secondo
membro: le due equazioni risultano incompatibili e dunque il sistema & impossibile.

Conclusioni:

i ST 5 : - ; it 2k k
Se k# + 1, il sistema & determinato e la soluzione ¢é: :

Tk Al
Se k= =1, il sistema ¢ impossibile.

2) Studiamo il sistema: Consideriamo la matrice incompleta ¢ complcla:
ket 2y =2 k 2 2 2 2
(2k—1x+3y=2 A=|2k—1 3 e A={2k-1 ) 2
| kx+ (k+3)y=2k-2 k k+3] k IRt N )

Per il teerema di Rouché-Capelli il sistema ¢ risolubile se A e A" hanno lo stesso rango.
AL =2l (A =13

Studiamo quindi det A e troviamo per quali valori di £ si ha det A’ # 0. In tal caso il sistema risultera impossibile.
det A’ =3kQ2k—2) + 4k+ 2Q2k—1)(k + 3) — [6k+ 2k(k+ 3) + 22k — 1)(2k— 2)| = 8k — 10 = 2(4k—5).

a) Se k# == allora det A" # 0 e la caratteristica di A" & 3, mentre la caratteristica di A & minore di 3: il sistema ¢ im-
coiei g
possibile.

: S i
b) Se ke=— il sistema dato diviene:

f

5

e Se moltiplichiamo per 4 la prima e la {5\.+81,,_8
—j;’—x+33,=:2 terza equazione e per 2 la seconda ]3-”6;1/—4
i . | 5x+17y=2
5 17 1 otteniamo

?x+—4—y=?.

Risolviamo il sistema con il metodo di riduzione .
Eliminiamo i termini in x nella seconda e nella 6y = 4

terza equazione e otteniamo : 9y = -6

24



Unita Didattica N° 35 Esercizi sui sistemi lineari e sui sistemi lineari parametrici

Osserviamo che la seconda e la terza equazione forniscono il valore di y= — i
Sostituiamo il valore di y nella prima equazione e otteniamo x=—.
3

Conclusioni:
Se k# 5 il sistema ¢ impossibile.

Se k= 2l sist g i i 5 :
e k= o) il sistema ¢ determinato e la soluzione & [—: ——|.
4 D

; ¥ X e 22k — k%) R? 3k —4
(k+Dx+2(k—1Dy—2z=1 |sek#—4e k2 # 0, sistema determinato: e s T 1
& 4 k+4 k+4 k+4
187 «x—2y+(k—Dz=1—Fk

ytz=k—1

se k= —4, sistema impossibile; se k=0, sistema. indeterminato:

. ool soluzioni (—1—h; —1— b b)}

se h# — 1€ k#2, sistema determinato:

2x+ kyt+kz=1 _
154 | (bt 2)x+ (bt 2) y+ 2kz=2 ( 1 !

2kx+ (b+2) y+ (k+ 2 z=2 A+ 1) 20+ 1) 2k+1) |
se k =2, sistema indeterminato; w? soluzioni: (2 —h—1h [ﬂ

-1
. se o = — 1, sistema impossibile;

| 2 . +5y+ Qk+3)z=2+3k e Do "““)
155 e B+2 ' k+2 L CRE2 )
e se = — 2, sistema impossibile;
x+ ky+ z=k?

se b# — 2 e k#1, sistema determinato: (

se k =1, sistema indeterminato; %2 soluzioni: (1 —h—4 b; [ )}
X Tysena + zcosa =sena

198 | xcosa+y —zcosa = —cosa (o # 7+ 2km, con kE 7)
X—)y—z=cosa

{.x—y ey [(sena; —cosa; sen o)

Risolvere e discutere 1 seguenti sistemi lineari omogenei

kx — y - k =0 @+k)x + v - (2-k)z = 0
201) <kx — ky - z =0 202) 2X + y - kz =0
kx — ky + (k-2)z = 0 B-kx + y + (k-2)z = 0
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x + hy + hz =0 k-x + 'y + z =20
203) {hx + hy + z =0 204) (k-2)y - z =0
X + y + hz =0 y + (2-k)z = 0
X + hy - z - ht = k+1
205) <x + y - hz + (1-2h)k = 1
y + z - 2t = -3k
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