Riferimento cartesiano dello spazio R®

— ‘%
Consideriamo nello spazio R® tre rette orientate nonl
X, Y,z tra loro ortogonali, uscenti da uno stesso Q¢ 3 1\\\‘ 5
punto O ed aventi, rispettivamente, i,j,k E i~ \\ 2

Y ~
come versori che possono essere indicati anche ! > \\\\ ’,"EH
con i seguenti simboli €,€,,€,. Il punto O ele : \'PU‘-:I&)E
I

tre rette orientate x,y,z rappresentano un
riferimento cartesiano ortogonale

per i punti dello spazio R®.

Le rette x,y,zsono gli assi coordinati cartesiani e si chiamano rispettivamente asse
delle ascisse o asse delle x, asse delle ordinate o asse delle y, asse delle quote
o asse delle z. I piani xy yz, xz sono i piani coordinati, mentre il punto O e I’origine del
riferimento cartesiano che, simbolicamente puo essere indicato con uno dei due seguenti simboli:
R(O,T, i, IZ) Ozyz , cioé riferimento cartesiano di origine O e base canonica i, j,k . Un sistema di
riferimento cartesiano ortogonale nello spazio individua anche tre piani xy, yz, xz aventi tutti
come origine il punto O e stessa unita di misura u (sistema monometrico) o diverse unita
di misura (sistema dimetrico o sistema trimetrico). Il sistema di riferimento introdotto
e detto sistema cartesiano ortonormale che i tre assi cartesiani sono a due a due
ortogonali ed i tre versori i, j,k hanno la stessa unita di misura. Scelto un punto P e R® si diranno
coordinate cartesiane del punto P le componenti del vettore P—O rispetto alla base ortonormale
i,7,k, cioé laterna di numeri reali relativi (x, Y, z) che verifica la seguente relazione vettoriale:
P=O+x-i+y-j+z-k

Le coordinate cartesiane (x, y,z) del punto P si distinguono tra loro con la seguente terminologia:
prima, seconda, terza coordinata. La terza coordinata & spesso chiamata quota del punto P. La

prima e la seconda sono dette ascissa ed ordinata.



Geometricamente le coordinate cartesiane del punto P si individuano nel seguente modo. Si
conducono per il punto i piani paralleli ai singoli piani coordinati yz, xz, xy. Tali piani
incontreranno gli asso coordinati X, Y,z rispettivamente nei punti A B,C. Dato P, risultano
individuati questi tre punti e quindi, in valore e segno, i tre numeri reali relativi x=0A, y=0B,
z=0C . Viceversa, dati ad arbitrio tre numeri reali relativi x,y,z risultano individuati sui tre assi i

punti A B,C e quindi nello spazio il punto P intersezione unica dei tre piani passanti per A,B,C e
paralleli rispettivamente ai piani coordinati yz, xz, Xy. Esiste pertanto una corrispondenza

biunivoca tra i punti dello spazio R’ e le terne ordinate di numeri reali.

g §oP(x; yi 2) z P (3,67
%“-quota :
: : *
e
a. Punto P generico. b. Punto P di ascissa 3, ordinata 6 e

quota 7.

Coordinate di punti particolari
| punti dell’asse x hanno coordinate (x,0,0) I punti dell’asse y hanno coordinate (0, y,0)

I punti dell’asse z hanno coordinate (0,0,0)z
I punti del piano xy hanno coordinate (x, y,O), cioé hanno quota nulla
| punti del piano xz hanno coordinate (x,O, z), cioé hanno ordinata nulla

I punti del piano yz hanno coordinate (0,y,z), cioé hanno ascissa nulla

Simmetria rispetto al piano xz
Due punti A e B simmetrici rispetto al piano xz hanno uguale ascissa, ordinata opposta, quota

uguale. Per tali punti si ha:  A(x,y,z)=B(x,-Y,2)

Simmetria rispetto al piano yz
Due punti A e B simmetrici rispetto al piano yz hanno ascissa opposta, ordinata uguale, quota

uguale. Per tali punti si ha: ~ A(X,y,2)=B(-x,Y,z)



Simmetria rispetto al piano xy
Due punti A e B simmetrici rispetto al piano xy hanno uguale ascissa, ordinata uguale, quota

opposta. Per tali punti siha:  A(x,y,z)=B(X,Y,-2)

Simmetria rispetto all’asse x
Due punti A e B simmetrici rispetto all’asse x hanno uguale ascissa, ordinata opposta, quota

opposta. Per tali punti siha:  A(X,y,2)=B(x,~y,~Z)

Simmetria rispetto all’asse y
Due punti A e B simmetrici rispetto all’asse y hanno ascissa opposta, ordinata uguale, quota

opposta. Per tali punti siha:  A(x,y,z)=B(-x,y,~2)
Simmetria rispetto all’asse z

Due punti A e B simmetrici rispetto all’asse z hanno ascissa opposta, ordinata opposta, quota

uguale. Per tali punti si ha: ~ A(x,y,z)=B(-x,-Y,2)
Simmetria rispetto all’origine degli assi cartesiani

Due punti A e B simmetrici rispetto all’origine O degli assi cartesiani hanno coordinate omonime

opposte. Cioé per tali punti si ha:  A(X,y,z)=B(-x,~y,~2)

Vettore posizione
r =P -0 e il vettore posizione, cioe il vettore avente come origine I’origine del sistema di assi cartesiani e

come estremo (cioé come punto terminale) il punto P(x, Y, z). Per tale punto vale la seguente relazione

vettoriale: P—-O=x-1+y-J+2-K=(XY,2)=X-§+y-6+2-6

.................




Coordinate cartesiane dei vettori nello spazio

Definizione: Si chiama vettore I’insieme di tutti i segmenti orientati fra loro equipollenti,

cioé aventi la stessa lunghezza, la stessa direzione e lo stesso verso. Un vettore v scritto in

componenti cartesiane ha la seguente forma:

V=V, +V +V,=V, -1 +V - ]J+V -k:(vx,vy,vz):f-l +m-j+n-K

z

I numeri (vx,vy,vz):(ﬁ,m,n) sono le coordinate cartesiane del vettore v rispetto ai tre

versori fondamentali i, j,k

Risulta: v:|\7|:\/v§+vf,+vf:\/€2+m2+n2 = modulo del vettore V.

Le coordinate cartesiane del vettore P,—P, = F’:P2=(x2 ~%)-T+(y,=¥,)- 1+(2,~2)-k sono:

(Xz_x1)’(yz_Y1)’(Zz_Z1) S€ Pl(X1’y11zl)' Pz(X21Y2’Zz)' Ps(xs’ysvzs)

\/? +m?+n? Per calcolare I’angolo « individuato dai vettori V=/-1 +m-j+n-k e

U=/¢,-T+m-j+n,-K basta applicare la seguente formula:

vxu _ £ +mm +nn
|\7|'|U| \/£2+m2+n2 -\/£f+mf+nf

cosa =
Equazioni della retta

Consideriamo la retta r individuata da due punti distinti A(x,,y;,2,) e B(X,,¥,.2,). Un punto
P(x,y,z) appartiene alla retta r se il vettore P— A e parallelo al vettore B— A. Sotto questa
ipotesi ogni punto P er esiste un solo numero k per il quale risulta: P—A:k-(B—A) [1] che

esprime, in forma sintetica, I’equazione vettoriale della retta.

A B P
® »® ) > r




— —

Poiché risulta: P— A=(x—x)-T+(y-V,)- j+(z-2)-k

B—A=(X2—X1)-T+(y2—yl)- T+(ZZ—21)-k

X=X =k(X,—x) X=X +k(X,—x)
possiamo scrivere; 1y—y, =k(y,—y,) e quindi [2] qy=y,+k(y,—y,) che esprimono le

z-2,=k(z,- 7)) z=2+k(z,- 7))

equazioni parametriche della retta.

Se, come vettore parallelo alla retta r, scegliamo il vettore v=¢-i+m-j+n-K e non il vettore
B — A otteniamo: P—-A=k-v [3] che esprime ancora I’ equazione vettoriale della

retta r in forma sintetica.

X=x+k/
Le equazioni parametriche della retta r, in questo caso assumono la forma: <y =y, +km [4]
z=12+kn
_ X— - -2
Dalle [4] ricaviamo: X _Y¥ 274 [5]
l m n
X=X _ Y=Y X=X _2-17
14 m l n T . .
oppure sono le equazioni ridotte di una retta concepita
X=X _2-17 Y=Y -7
! n m n

come intersezione di due particolari piani.
Indicati con cosa, cosf, cosy i coseni direttori della retta r, cioe i coseni degli angoli
(convessi) che la direzione positiva della retta r forma con le direzioni positive degli assi cartesiani,

ricordato che valgono le seguenti uguaglianze: cosa=22—% cosﬂ=u, cos;/:ﬂ [6]
p p

con: p:d(A,B)z\/(xz—x1)2+(y2—y1)2+(zz—21)2

X=% _Y=-V_2-%4 [7]

Possiamo scrivere la [5] nella seguente maniera:
CoSax COSp cosy



La [5] o la [7] sono dette equazioni normali della retta o equazioni della retta in

forma normale.

Poiche possiamo prendere /=x,—x, m=Yy,—-Y,, n=z,—z, abbiamo:

X=% _Y=¥ _2—%4 [8]
=X Y,= Y1 4,-7

che rappresenta I’equazione della retta r passante per due punti.
Equazioni della retta nella forma di rapporti uguali
Abbiamo dimostrato che le equazioni parametriche della retta r passante per i punti A(xl, Yo zl) e
B(X,,Y,.2,) &
X=X +k(X,—x)

y=vi+k(y,-y) = k=
z=2+k(z,- 7))

X_X:L k = y_yl k = Z_Zl = X=X — Y-V, — -1,
X, =% Y.V Z,—4 X=X Y.,= Y1 4,74

equazioni della retta nella forma di rapporti uguali o equazione della retta passante per due punti.

Tali equazioni sono equivalenti ad ognuno dei tre seguenti sistemi:

X=X _ Y=Y X=X _2-2 [ X=X _ Y-y
=X Y, % X=X 2,774 =X Y, =%
X=X _2-4 Y=Y _2-4 Y=%. _2-%4

X, =X Z,-1 Yo=Y 4,74 Yo=Y 4,4

Equazioni della retta come intersezione di due piani
Nello spazio cartesiano una retta puo essere individuata come intersezione di due piani non

paralleli. Questo significa che le equazioni di una retta sono espresse dal seguente sistema:

ax+by+cz+d=0 a b c
con —z—=— [o]
ax+by+cz+d,=0 a b ¢

Tutti i punti P(x, y,z)er soddisfano con le loro coordinate entrambe le equazioni del sistema [a].

Viceversa ogni punto P(X,Y,z) che verifica entrambe le equazioni del sistema [o| appartiene ad r



Condizione di allineamento di 3 punti

C.N.S. perché 3 punti distinti A(x,,Y;,2,), B(X,,¥,,2,) € C(Xy, Y3 2,) risultino allineati & che la

=X Y.,= Y% 2,77

matrice 2x3 D:[
X3_X1 y3_y1 Z3_21

} abbia rango 1.

X_Xlzk(xz_xl)
= y—Yy.=k(y,—y,) equazioni parametriche della

X=X _¥Y=% 274

X, Y.=Y1 L,—%4

z2-2,=k(z,- 1))
retta r passante per i punti A(X,Y,,z) € B(X,,Y,.2,).
Impongo la condizione di sufficienza: Hp:{r(D)=1 Th:{C(x, Y, z)er
r(D)zl = i due vettori riga della matrice D sono fra loro proporzionali =
X3—X1=k-(X2—X1) : ys_ylzk'(yz_Y1) : Z3_21:k'(22_21)
X3—X1=k'(X2—X1)
Vo= Vi=K-(¥,=¥)) = C(%YaZ)er
z,—-7,=k-(2,-7,)

Impongo la condizione necessaria: ~ Hp:{C(X,,y;,z,)er  Th:{r(D)=1

X3—X1:k-(X2—X1)
C(XsYs23)er = <V,—y,=k-(y,—y,) = r(D)=1 poiché i due vettori riga sono linearmente

z,—-7,=k-(2,-z,)

dipendenti in quanto fra loro proporzionali.

Rette complanari, rette sghembe, punto comune a due rette

X=x+Kk/, X=x+k/,
Ly=y,+km Laay=Yi+km,  P(X,Y,.2)=6N,
z=17,+kn z=12+kn,



Se P,(X,,Y,.2,) esiste allora le sue coordinate (x,,Y,,Z,) si troveranno in corrispondenza di due

valori distinti del parametro k, uno per r, e I’altro per r,.

X, =X +K ¢, X, =X, +K, 0, X, =X, X, +K 0, =%X,+K, 0,
yo=y1+k1m1 yO:y2+k2m1 Yo=Y = Y1+k1m1=y2+k2m1
z,=z7,+kn z,=2,+k,n z,=1, z+kn=z,+k,n

Si tratta di un sistema lineare formato da tre equazioni nelle due incognite k; e k,.

Il sistema formato da due di queste tre equazioni ci fornisce i valori k,,k,. Se k,,k, verificano la

terza equazione le rette r, ed r, sono incidenti (rette complanari), altrimenti le rette sono

sghembe.

Ciascuna delle due rette & assegnata come intersezione di due piani.

|ax+by+cz+d,=0 (agx+by+c,z+d,=0
Yla,x+b,y+c,z+d,=0 ?"|a,x+b,y+c,z+d,=0

Se esiste un piano « che contenga entrambe le rette, allora esse sono complanari, se tale piano

non esiste le due rette sono sghembe.

Q 8, 8 a
b, b, b
Si pud dimostrare che 5 bbb =0 & C.N.S. perché le rette r, ed r, siano rette
c, C C C
d, d, d, d,

complanari. Se il determinante é diverso da zero allora r, ed r, sono sghembe.

Determinare, se esiste, il punto d’intersezione tra le due seguenti rette:

77 4 1
| 7x+4y=0  |4x+z+2=0 4 00 1
1{7x+22:0 rz'{x +y-3=0 [0 2 1 0 =0
0 0 2 -3



Le rette r, ed r, sono complanari ed il loro punto d’intersezione e dato dalla soluzione del sistema

lineare formato da tre delle quattro equazioni scelte ad arbitrio.

X + 4y = 0 7 4 0
7x + 22 = 0  A=[7 0 2 DetA=4  detA”=-16  detA® =28
4x + 7z = -2 4 0 1
@ _ (2) @)
det A®) _ 56 _detA” 16 _detA” 28 _ Z=detA _56 _
detA 4 detA 4 detA 4
Xx=—4t X=-—t
Una rappresentazione parametrica di r, ed r, € laseguente: r:iy=7t  rcy=3+t
z=14t 2=—2+4t
—4t, =—t
. oo 4t, =t, t,=1
Se esiste P, =1, Nr, deve essere: {7t =3+t
t,=3+t, [t,=4
14t =— 2+ 4t,
—4t, =—t,
Vediamo se i valori trovati verificano la terza equazione del sistema < 7t, =3+t,
14t =—2+4t,

14-1=-2+4-4 14=14
Le due rette sono incidenti ed il loro punto comune ha coordinate P, (—4;7;14)

Trovare le equazioni parametriche di una retta r, assegnata come intersezione di

. 7xX+4y=0 L ) _ )
due piani rlz{ y . Basta attribuire ad una delle tre incognite un valore generico, ed

7X+2z2=0

esprimere le altre due incognite in funzione di questo generico valore. Si ottengono, cosi, le

equazioni parametriche della retta, intersezione di due piani.

x=—4t

4
X=—=Y
xX=—4
{ y / x=—ﬂy:—§1 y=7t = niy=rt

IX=—212 2 7
X=—7Z z=14t



r,:

U
Kyl
<

Il

w

+

—

4x+72+2=0 N —4t+7+2=0
X +y-3=0 -t +y-3=0

Componenti di un vettore e numeri direttori di una retta

Si chiamano numeri direttori o parametri direttori di una retta r dello spazio R® le

componenti cartesiane di un qualsiasi vettore v (non nullo) parallelo ad r.

Se V=/-T+m-J+n-k=(x,—%)T+(y,-y,) - 1+(2z,-2)-k & un vettore parallelo alla retta r,
allora le due seguenti terne di numeri reali (/,m,n) e (X,—X;Yy,—V;,Z,—2) sono terne di

numeri direttori dellaretta r.

Tutte le terne di numeri direttori di una retta sono tra loro proporzionali.

Infatti se v e un vettore parallelo ad r, ogni altro vettore W parallelo ad r deve essere del tipo

W=k-v e quindi W=(k,km,kn).

In particolare come numeri direttori della retta r si possono considerare le differenze tra le

coordinate omonime di due suoi punti A(x,,¥;,2,) € B(X,,Y,,2,).
(=X,—X, Mm=Yy,-y,, N=2,-17

Coseni direttori di una retta

Sia r una retta orientata e sia U il suo versore. Definiamo coseni direttori della retta orientata

I le componenti del suo versore u': G=cosa-i+cosfB-j+cosy-k

Dove «,f,y sono gli angoli (convessi) che il versore G forma, rispettivamente, con i versori
(T, T,R) degli assi cartesiani.

cosa=cos(U,)=0xi  cosB=cos(U,])=0x] cos;/zcos(u, ):UXIZ

10



Per i coseni direttori vale la seguente identita goniometrica: cos’ & +cos® §+cos” y =1

Se V=/-T+m-j+n-k & un generico vettore parallelo ed equiverso con F risulta:

coSy =

/ _ m n
0% +m?+n? % +m?+n? JO+m?i+n?

Infatti risulta: U=versr=—= 1+ S+ -k

essendo |V|=p=4/¢*+m*+n’

Se il versore U della retta orientata T ha lo stesso verso della retta orientata dal punto A(x,,Y;,z,) al

punto B(X,,Y,,2,), risulta:  (=x,—Xx, m=y,—-Yy,, N=2,-2

N.B. Essendo i coseni direttori proporzionali ai numeri direttori di una retta, deduciamo che i

coseni direttori di una retta sono particolari numeri direttori di una retta.

Equazione vettoriale del piano; equazioni parametriche del piano

Sia o un piano dello spazio R* individuato da tre punti non allineati A(x,y,,z) e B(X,,¥,.2,)

C (X3 Ys:25)-

| vettori B—A e C—A sono linearmente indipendenti in - , h
quanto non sono paralleli. Sia P(x,y,z) un generico punto )
del piano «. | vettori B—-A, C—-A e P-A, essendo 5
complanari, sono linearmente dipendenti. o )

- J

Da cio deduciamo che Pe«a se il vettore P — A e combinazione lineare dei vettori B—A e C—A

che sono linearmente indipendenti. Questo significa che esistono due scalare h,keR per i quali

risulta: P-A=h(B-A)+k(C-A) equazione vettoriale del piano «

11



Scrivendo i vettori B— A, C—A e P—A on componenti cartesiane ed imponendo I’uguaglianza

delle componenti omonime otteniamo:

X=X =h(x, =% )+k(x;—x,) x=xX+h(x,—x)+k(x—x)=x+h-l+k-¢'
y=Yy.=h(y,—y,)+k(y;—y,) e quindi,anche: qy=y,+h(y,—y,)+k(y;—¥;)=y,+h-m+k-m’
z-2,=h(z,-2,)+k(z,-2,) z=2,+h(z,-7,)+k(z,—z,)=z,+h-n+k-n’

che sono le equazioni parametriche del piano « .

Infatti I’equazione vettoriale del piano « puo assumere laforma P-A=h-v+k-w essendo V e

w due vettori non paralleli del piano « .

(P—O),V,Wea 4 ™\

I vettori B—O,P-0,C-0 sono linearmente c

=l

dipendenti in quanto sono complanari. La

<!

X=X Y=Y -7
seguente matrice: | X, =X Y,-VY, Z,—Z a o
X=X Ys=Y1 Z3—4 \ j

v
[oo)

X=X y-% -7
ha rango 2. Questo si verifica quando € nullo il suo determinante: |x,—X, y,-Y, Z,—2|=0

X=X Y= Y1 4374

X=% Y=Y 2-%
Se il piano ¢ individuato dai vettori (P—0),V,W otteniamo: | / m n |=0
A m

Sviluppando questi due determinanti applicando il primo teorema di Laplace troviamo:

ax+by+cz+d=0
che é ’equazione cartesiana del piano.

I coefficienti a,b,c sono scalari uguali o proporzionali ai minori del secondo ordine, presi a segno

=X Y. Y Z2_21:| {E m n}

alterno, estratti da una delle due seguenti matrici: -
X=X Ys= Y L34 £ m- n

Il vettore N=a-i+b-j+c-k & un vettore perpendicolare al piano « . Risulta: (P-P,)xN=0 =

12



a(x-xl)+b(y-yl)+c(z-zl):O che rappresenta I’equazione del piano passante per il punto

P(x,¥.,2) e perpendicolare al vettore N=a-i+b-j+c-k.

| parametri direttori di un piano coincidono con i parametri direttori di una qualsiasi retta

normale al piano o con le componenti cartesiane di un qualsiasi vettore ortogonale al piano.

14_1_'_&:1

P g r

segmentaria

equazione segmentaria del piano o equazione del piano in forma

Condizioni di complanarita di quattro punti

Sia dato il piano 7 di equazione ax+by+cz+d=0. Imponendo il passaggio per i punti A(X,, Y, Z),

ax+by+cz+d=0
ax,+by,+cz,+d, =0

B(x,,Y,,2,) e C(X,,V.,2,) otteniamo:
(%1 212,) (%5:¥:25) ax, +by,+cz,+d,=0

ax;+by,+cz,+d, =0

Si tratta di un sistema omogeneo nelle quattro incognite a,b,c,d. Questo sistema ammette

x y z 1

. U T VR A
autosoluzioni se il determinante dei coefficienti e nullo, cioé se: =0

X, ¥, 7, 1

X, Yy Z3 1

Questa equazione rappresenta il piano passante per tre punti A(X,Y.,z), B(X,Y,2Z,) e

C(Xy, Y3, 2Z5). Se un altro punto D(X,,Y,.z,) appartiene al piano ~ abbiamo:

X, Yo 7, 1
z, 1
Xl yl 1 — O
X2 y2 ZZ 1
X3 y3 ZS 1

Che esprime la condizione di complanarita di 4 punti A(X,Y,.Z), B(X:Y,.2,), C(X,Ys72;),

D(X,,Yar24)-

13



Punto di intersezione tra una retta ed un piano

X=x+k/
Determinare il punto comune allaretta r:<y=Yy,+km ed al piano «:ax+by+cz+d=0
z=1z+kn

P.(X. Y, 2,) & un punto della retta r .
Il generico punto P dellaretta r ha coordinate P(x,+k¢,y,+km,z,+kn). Pea =

a(x +k?)+b(y,+km)+c(z,+kn)+d=0 equazione di primo grado nell’incognita k. Sia k, la

soluzione di questa equazione. Il punto richiesto &: P,(x, +k, £, y, +k m,z,+k; n)
Serisulta: a/+bm+cn=0 e ax +by,+cz,+d=0 laretta r e parallela al piano;
serisulta a/+bm+cn=0 e ax +by,+cz,+d=0 laretta r appartiene al piano.

x=—k
riay=3+k  a:x-y+2z-3=0 —k—(3+k)+2(-2+2k)-3=0 6k=10 kzg P(—%%%)
z=—2+4k

ax+by+cz+d, =0

La retta r e data come intersezione di due piani: r:
a,x+b,y+c,z+d,=0

Possiamo scrivere le equazioni parametriche della retta r e poi procedere come prima.

Determinare la proiezione ortogonale del punto Q(-13,2) sul piano di equazione

2X—y+4z+18=0.

Le equazioni parametriche della retta passante per il punto Q(—1,3,2) e perpendicolare al piano

x=—1+2k
2X—y+4z+18=0 sono: y=3-k Sostituendo questi valori nell’equazione del piano
z=2+4K

otteniamo: 2(—-1+2k)—(3-k)+4(2+4k)+18=0 21k=21 k=1 Q,(-3,4,-2)

14



. . : : i .. lax+by+cz+d,=0
Supponiamo che la retta r sia data come intersezione di due piani:
a,X+b,y+c,z+d,=0

Possiamo scrivere le equazioni parametriche di r e poi procedere come prima.

Diversamente posiamo trovare le coordinate del punto P risolvendo il sistema formate con le

equazioni dei tre piani: il piano « ed i due piani che individuano la retta.
ax+by+cz+d=0
ax+by+cz+d =0

a,x+b,y+c,z+d,=0

Il punto esiste se questi tre piani fanno parte di una stella di piani. Il sistema ottenuto ammette una

b ¢
b, c, | harango 3. Questo si verifica
b2 C2

QD o

ed una sola soluzione se la matrice dei coefficienti A=

)
N

se det A=0. In questo caso la stella di piani generata dai 3 piani e a centro proprio.

Condizione di parallelismo tra due rette

C.N.S. perché due rette, rispettivamente di numeri direttori /,m,n e ¢',m’,n’, siano parallele é che
. / m n . . . -
la matrice oo abbia rango uguale ad uno. Tale matrice ha rango 1 solo se i vettori riga
m n

sono fra loro proporzionali. C.N.S. perché due rette siano parallele & che i loro numeri direttori

siano ordinatamente proporzionali, cioe: =—t=—=k cioe: /,=k-¢,m =k-m,n =k-n

f, m n
¢ m n

Condizione di perpendicolarita tra due rette

C.N.S. perché due rette dello spazio R* di numeri direttori ¢,m,n ed ¢,,m,,n, siano perpendicolari

e che valga la seguente relazione:  ¢-/,+m-m,+n-n,=0
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Condizione di perpendicolarita tra una retta ed un piano

C.N.S. perché una retta (di numeri direttori ¢,m,n) ed un piano (di equazione ax+by+cz+d=0)

: : . : 1 n . S :
siano perpendicolari & che la matrice { b } abbia rango uno. Questo si verifica quando i due
a c

o . L { m n .
vettori riga sono fra loro perpendicolari, cioe quando: _:E:_:k cioé quando:
a c

¢=ka, m=kb,n=kc

Condizione di perpendicolarita tra due piani

C.N.S. perché i piani, aventi rispettivamente equazioni ax+by+cz+d=0 e ax+by+cz+d, =0,

siano perpendicolari fra loro e che risulti: a-a +b-b+c-c,=0

Condizione di parallelismo tra due piani

C.N.S. perché due piani, aventi rispettivamente equazioni ax+by+cz+d=0 e

a,x+by+cz+d,=0, siano fra loro paralleli &€ che sia uguale ad uno il rango della matrice

a b c . . - . L
Ll b } Tale matrice ha rango 1 se i due vettori riga sono fra loro perpendicolari, cioe se:
1

a_b_¢ 08 se:
2=A_-71_k cioese: a,=ka,b=kb,c =kc
S b0 a by )

Due piani paralleli differiscono tra loro solo per il termine noto. Le equazioni ax+by+cz+d=0 e

ax+by+cz+d, =0

Condizione di parallelismo tra una retta ed un piano
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ax+by+cz+d,=0

sia parallela al piano o di
a,Xx+b,y+c,z+d,=0

C.N.S. perché una retta r di equazioni {

equazione ax+by-+cz+d=0 é che sia nullo il determinante del terzo ordine formato dai coefficienti

a b c
delle incognite: A=la, b ¢
a‘2 b2 CZ

Se laretta r € individuata dai numeri direttori #,m,n allora la condizione di parallelismo si traduce

nella seguente relazione: a-/+b-m+c-n=0
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V=(-T+m-j+n-K V=v -i+v -j+v,-k V=V +V +V, G r F CN.S. 2x3

P—A:(x—xi)-f+(y—yl)-17+(z—zl)-lz B—A:(xz—xi)-f+(y2—y1)-T+(zz—zl)-lz
A(%.Y1.2,) € B(X,,¥,,2,) C(X¥a2y) P(X,v,2) P-A B-A P-A=k:(B-A)

—

(=X,~%, M=Yy,~Y,, N=z,-2z, U=cosa-i+cosf j+cosy-k (T,T,k)
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