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Lavoro compiuto da una forza

- ~
Ad un punto P di massa m che si muove con velocita vettoriale v sia applicata la forza F .

= % - - - Y
In generale F e v sono vettori funzioni del tempo t e formano tra loro un angolo 8 . Puo

= - - - % - -
convenire decomporre F lungo due direzioni , una parallela a v  ( e quindi anche allo

— — _
spostamento S in quanto v //S ) e laltra perpendicolare a v F=FK+F

(R/IV,F, LV)
La forza F compie lavoro quando sposta il suo punto di applicazione da una posizione

P, ad un'altra P, . Analizziamo vari casi :

1) F @ costante in modulo , direzione e verso e forma un angolo nullo con lo spostamento
s=P-R

»

—= > . >
0 P
F 2-p-p 52 F

2

.&”,:U.B

Definiamo lavoro compiuto dalla forza F lungo lo spostamento § = P, — P, il seguente prodotto

scalare : L=Fx§5=F-s [1]
F A 5 .G In questo caso , considerato il diagramma della funzione
F = F(s) , possiamo affermare che il lavoro compiuto dalla
L-F.s|F forza F e numericamente uguale all'area del rettangolo ABCD
(@) Asl S 32B > s

2) F @ costante in modulo , direzione e verso ma forma un angolo 9 con lo spostamento § .

In questo caso risulta :

—
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s 0< 9 < 180° 2]
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L = FxS=(F + F)xs = Fxs+ FxS=Fxs=Fscosd
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. Lavoro motore compiuto da una forza costante
s« F =F =F-cos9 ' = $-c0s9

m 8 m 8 > <
O PR F'=FR P P,
S S
F F  Lavoro resistente compiuto
da una forza costante
)
m
—® v L p S
© P.s P,.s,

F

n

non compie lavoro ; F, compie tutto il lavoro . L(If) = L(Ift) = S(ABCD) dove in ordinata

riportiamo i valori di F; . Quindi , se su una particella m agisce una forza F compie lavoro soltanto

il componente di F che agisce nella direzione dello spostamento , mentre non compie lavoro il

componente normale .

0 < 9 < 90° il lavoro & positivo e dicesi lavoro motore ( La forza F agevola il movimento della

= - - - - %
massa m ; F, ha lo stesso verso di S e quindidi v )

90° < 9 <180° il lavoro é negativo e dicesi _(La forza F si oppone al moto

- —
della particellam, F, ha verso oppostoad S e quindia v )

9 = 90° il lavoro & nullo . Naturalmente altre forze possono agire sulla massa m e quindi F puo
spostare ( come nel nostro caso ) il suo punto di applicazione in una direzione diversa da quella
lungo la quale agisce tale forza . L ' equazione [2] si riferisce soltanto al lavoro compiuto sulla
particella m dalla singola forza F . Il lavoro compiuto sulla massa m da eventuali altre forze
deve essere calcolato separatamente .

Il lavoro totale compiuto sulla particella m & la somma algebrica dei lavori compiuti dalle singole

forze .
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3) F & costante in direzione e verso ma non in modulo

O m ?AS,, m T:’
e > s

B
RI_!sl PZ’SZ

Lavoro compiuto da una forza ? variabile soltanto in modulo

Si divide lo spostamento s = P,P, in tratti As; piccolissimi in maniera che in ciascuno di essi la

forza possa ritenersi costante . Risulta :
L=AL + AL + AL +--=F-As, + F-As, + F-As, +--

Teoricamente dovremmo considerare spostamenti infinitesimi dS e definire lavoro elementare

d L compiuto dalla forza F lungo lo spostamento infinitesimo d § il seguente prodotto scalare :

dL = Fxd§ = F-ds = F-v-dt

Il lavoro totale L é dato da :

L = Lim Y Fxas = ['dL = ["Fds = ["Fudt

As;—0

Consideriamo il diagramma y della funzione F = F(s) . Dividiamo l'intervallo s = s, — s, in n

intervalli ( non necessariamente ) uguali . Il lavoro compiuto dalla forza F lungo lo spostamento

AS ( con approssimazione tanto migliore quanto maggiore € n ) é dato dall'area del rettangolo

RSTU . Quando AS e piccolissimo ( teoricamente infinitesimo ) I'area del rettangolo si identifica

con l'area del trapezoide di base AS e coincide col lavoro effettivamente compiuto dalla forza F

lungo AS . Allora, pur di suddividere il tratto s in un numero grandissimo di intervallini parziali

( teoricamente in un numero infinito ) , il lavoro totale compiuto dalla forza variabile F quando
questa sposta il suo punto di applicazione da Py a P, , sara dato dalla somma dei lavori elementari
parziali cosi ottenuti . Per esempio consideriamo una molla fissata ( nell'estremo B ) ad una parete ;
assumiamo come traiettoria s I'asse orizzontale della molla e scegliamo I'origine ( s=0 ) coincidente
con I'estremo libero A della molla nella sua posizione di equilibrio . La direzione positiva dell'asse s
sia quella che si allontana dalla parete .

Supponiamo di allungare la molla cosi lentamente da poterla considerare in ogni istante in
equilibrio (a = 0)

Quando A si porta in una posizione s , la molla esercitera su di noi una forza data con buona

approssimazione da: F = —k§ F =-ks
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Per allungare la molla noi dobbiamo esercitare su di essa una forza F uguale e contraria alla forza

Ifl esercitata dalla molla su di noi . La forza applicata all'estremo A dalla molla elastica e pertanto

F = ks ed il lavoro fatto da essa per allungare la molla di s metri € dato dall'area del triangolo
o 1 1

OAB , ciog : L :E-s-ks:gks2

4) F @ variabile in modulo , direzione e verso ed il suo punto di applicazione descrive una

traiettoria ¢ qualsiasi . Tenendo presente che F = F, + F, , definiamo _ dL

compiuto dalla forza F lungo lo spostamento infinitesimo d§ = vdt il seguente prodotto scalare :

—

xd§ = FxdS = R xVdt = F-cos9-ds = F-v-cos9-dt

T

dL =

Se vogliamo calcolare il lavoro compiuto da F quando il punto P si sposta dalla posizione P; alla
posizione P, ,basta suddividere l'arco di traiettoria PP, = s in intervalli infinitesimi dS in

ciascuno dei quali la forza F puo ritenersi costante :

L=YdL=["dL=["Fxds = ["Fxds

Il lavoro dipende soltanto dal modo in cui la forza F agisce in ciascun punto della traiettoria e non

dalla legge temporale secondo la quale questa e descritta .

Se il punto P & soggetto ad un sistema di forze il cui risultante & Rallora il lavoro complessivo di
queste forze & uguale al lavoro compiuto da R .

[L]=[F-s]=[C-T%M] ., {L}= joule =13 ={F}{s} = IN-Im
L'unita di misura del lavoro é il joule ( J) definito come il lavoro compiuto dalla forza di 1 newton

nello spostare di 1 metro , nella direzione e nel verso della forza , il suo punto di applicazione .

Il lavoro compiuto da una forza F esprime la quantitd di energia che passa da una forma

ad un'altra.
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Potenza

Nella definizione di lavoro di una forza poco importa il tempo durante il quale tale lavoro é stato
compiuto . Nella pratica , pero , € fondamentale sapere in quanto tempo € stato compiuto un certo
lavoro . Si dice che si misura la potenza che si sviluppa (L > 0) o si assorbe (L < 0) in quel
lavoro . La [SIGHEGMMEEE \V, in un intervallo di tempo At durante il quale & stato compiuto il

L

lavoro L é: = —
At

La potenza all'istante t € il rapporto tra il lavoro elementare d L compiuto nel tempo dt , e tale

. : . dL Fxds Fxvdt - _
intervallo di tempo , cioé : W = - 0xas VAl gLy - F-v-cos$9
dt dt dt

La potenza esprime la rapidita con cui un certo lavoro € stato compiuto .

2 -2 .
W] = [[tﬁ]] - %] = M%) (W) = watt =W = % - %,1watt - %
L'unita di misura della potenza nel S.1. & il watt ( W ) definito come la potenza di un motore
capace di produrre (‘assorbire ) un joule di lavoro al secondo .
Il watt ¢ il lavoro di 1 joule compiuto in un secondo .
Il watt & una unita di misura piuttosto piccola per cui si usano frequentemente suoi multipli :

1chilowatt = 1Kw = 1000W = 10°W . lmegawatt = 1Mw = 10°W
1W =10°Kw , 1W = 10°Mw
OSSERVAZI ONE
In fisica si definisce macchina qualsiasi dispositivo capace di compiere lavoro . La potenza di una

macchina é il rapporto tra il lavoro compiuto dalla macchina ed il tempo impiegato a compierlo .

Si pud parlare anche di potenza sviluppata o assorbita dalla forza F ( quando questa compie il

lavoro L) .
L =W-t, 1Kwh = 3,6-10°J ,1Wh = 36-10°J ,

Kwh = chilowattora = unita di misura non coerente di lavoro

-10 -
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Energia cinetica

%
Ad ogni corpo di massa m e velocita v noi possiamo associare | ' energia cinetica
1 .2
K:EczT:Emv [3]

Si tratta di una grandezza scalare , sempre positiva , il cui valore dipende soltanto dalla massa e dal
valore istantaneo della velocita . Per capire a fondo il significato della formula [3] analizziamo un
caso particolare.

Un corpo di massa m si muove di moto rettilineo uniformemente vario sotto I'azione di una forza

costante F . VVogliamo calcolare il lavoro compiuto dalla forza F quando la massa m passa dalla

posizione A ( dove ha velocita V, ) alla posizione B ( dove ha velocita v, ) in t secondi .

F costante = a costante = a =

Se all'istante iniziale t = 0 scegliamo s, = 0 e v, = v, la legge oraria del moto é :

Ve =V, Vit — vt 2vit + vt — vt
s=vi-t+1at2:vi-t+1-;-t2:vi-t+ ! L= ! =
2 2 t 2 2
_ vty
2
) S e ~ V=V vy )
F=costante = Lyy(F) = Fx(B - A)=F-s=m ot _Em(vf - v7)

Questo risultato & vero non solo per forze F costanti e per percorsi rettilinei ma anche per forze
comunque variabili e per percorsi curvilinei . La formula [4] esprime il teorema di variazione
dell'energia cinetica che a parole puo essere enunciato cosi : << Il lavoro compiuto dal risultante
F di tutte le forze agenti sulla massa m lungo un arco di traiettoria AB & uguale alla variazione
dell'energia cinetica subita dalla massa m quando passa dalla posizione iniziale A alla posizione
finale B >> .

Il teorema della variazione dell’energia cinetica vale sia per le forze conservative sia per le forze

non conservative .

-14 -
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B Se all'istante iniziale t, = 0 ¢ v, = 0 ( corpo in quiete ) e all'istante finale t € v, = v la [4]

diventa : LAB(If) = %mv2

%
cioé |'energia cinetica di un corpo di massa m e velocita v rappresenta il lavoro motore che

una forza esterna F ( costante o variabile ) applicata al corpo compie per portarlo dalla
%

quiete alla velocita

WSev =vVeV, =0 la[]diventa:  Ly(F)=- %mvz
%mvz =~ Lo(F) = Lu(-F)

cioe | ' energia cinetica di un corpo rappresenta anche il lavoro che una forza esterna deve
compiere sul corpo per fermarlo .

A K £
m Bm

=4 > F

-15 -
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OSSERVAZI ONI

B | 'energia cinetica acquistata da un corpo avviene sempre a spese di un lavoro compiuto su di esso
da una forza esterna
B | ‘energia cinetica di un corpo dipende ,con la velocita ,dal sistema di riferimento . Quindi essa &

definita a meno di una costante additiva . Infatti un corpo in quiete rispetto alla terra ha una energia

cinetica nulla in un sistema di riferimento solidale con la terra , ma ha energia cinetica diversa da
zero rispetto al sole o rispetto ad un qualsiasi altro sistema di riferimento che si muove rispetto alla
terra .

B Da un punto di vista operativo possiamo affermare che un corpo possiede energia ogni volta che &
in grado di compiere del lavoro . Un corpo in movimento essendo in grado di vincere l'attrito , di
comprimere una molla urtando contro di essa , o di innalzarsi malgrado la gravita , deve
necessariamente possedere energia . Questa capacita di un corpo di compiere lavoro in virtu del suo

moto é detta energia cinetica, cioé energia associata al moto . Quindi | ' energia cinetica di

un corpo e | 'energia che compete al corpo per il fatto di possedere velocita .

B | 'energia cinetica di un corpo esprime la capacita di compiere lavoro da parte del corpo per il
fatto di possedere una velocita . In parole povere compiere lavoro significa trasferire energia da un

corpo ad un altro .

B || teorema dell'energia cinetica & molto somigliante formalmente alla relazione che da il

teorema dell'impulso . Si noti pero che I'impulso é utile quando si conosce la forza in funzione del

tempo F(t) , mentre il lavoro puo essere calcolato facilmente quando conosciamo la forza in
funzione della posizione F(s) . Ora questo secondo caso si presenta piu frequentemente del primo :

e cio spiega lI'importanza dei concetti di lavoro e di energia .

B Si riferisca il moto della massa m a due assi cartesiani ortogonali . Risulta: vV =V, + V.

1 1 1 -
edanche: V2=V +Vvi . Zmvi=_mvi+mvi ciog: T =T + T .
2 2 2 '

L'energia cinetica si pud pensare come la somma aritmetica dell'energia cinetica che compete

separatamente a ciascuno dei due moti componenti di m lungo i due assi .

-16 -
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Forze e campi conservativi

Tutte le forze della fisica possono essere
suddivise in forze conservative e forze non
conservative o forze dissipative .

Qualche esempio introduttivo ci servira per
capire meglio il significato di forze conservative

e forze dissipative .

Supponiamo di trovarci in prossimita della terra

dove il campo gravitazionale terrestre & uniforme

ed il peso P = mg pud ritenersi costante .

Consideriamo due punti A e B dello spazio e due
percorsi diversi , ad esempio AB e ADB .

LAB(IS) = I3><(B - A) = Pxh = mgh

( possiamo pensare alla caduta verticale di
un tratto AB )

Luos(P) = Luo(P) + Log(P) =

= |5><(D— A)+ |5><(B— D):

= P-AD-cos9 + 0 = mgh

essendo h = AB = ADcos3 ( possiamo pensare allo scorrimento senza attrito di un punto
materiale prima sul piano inclinato perfettamente liscio AB e poi sul piano orizzontale liscio DB ) .
Abbiamo trovato : LAB(ﬁ) = LADB(I3) = mgh

Supponiamo adesso che il percorso per andare da A a B non sia rettilineo ma sia mistilineo . In tal

caso basta dividere la curva AD in archi piccolissimi mediante piani orizzontali tali che ogni arco di

curva possa essere sostituito dalla sua corda .

-18 -
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In tal caso avremo :
LADB(IS) - LAA1(|3) + LAlAZ(I3) + LAZAG(I3) + LAGD(I3) + LDB(|5) =
= LE(IS) + L@(ﬁ) + Lﬁ(ﬁ) + L@(ﬁ) +0=

= mg-AR, + mg-RR, + mg-RR, + mg-RB = mg-(AR + RR, + R,R, + R;B) = mgh

Quindi il lavoro compiuto dalla forza peso non dipende dal percorso , ma viene determinato

soltanto dalla posizione iniziale A e dalla posizione finale B del punto materiale e dal valore

della forza peso P .

Abbiamo trovato un caso in cui il lavoro eseguito dalla forza agente non dipende dalla particolare
traiettoria seguita dal corpo , ma solo dalla posizione iniziale e finale del corpo . Nel caso delle
forze gravitazionali si ottiene sempre un risultato analogo anche si considerano traiettorie piu
complesse e forze applicate comungue complesse . Tutte le forze che si comportano come le forze

gravitazionali si dicono forze conservative .
DEFINIZIONE GENERALE

<< Un campo di forze si dice conservativo se il lavoro compiuto dalle forze del campo su un corpo
in movimento non dipende dalla particolare traiettoria seguita , ma solo dalla posizione iniziale e da

quella finale . >>

Sono forze conservative : 1) tutte le forze centrali, in particolare le forze elastiche f = — kX |

le forze deformanti f = kX 2) le forze gravitazionali , in particolare la forza peso
3) le forze elettrostatiche .

Diamo un‘altra definizione delle forze conservative equivalente alla precedente . Consideriamo un
campo conservativo e tre percorsi (A1B , A2B , A3B ) che congiungono la posizione iniziale A

con la posizione finale B . Essendo il campo conservativo possiamo scrivere :
LAlB('E) = LAas(lf) =~ LBSA('E) = LAlB(IE) + LBSA('E) =0 = LAlB3A(IE) =0

Ma A1B3A é un percorso chiuso . Questo ci consente di affermare che << il lavoro delle forze
conservative lungo un percorso chiuso € nullo >> . Invertendo il ragionamento si dimostra
facilmente che se e nullo il lavoro lungo un percorso chiuso , questo lavoro deve essere

indipendente dal percorso effettuato per andare da una posizione iniziale A ad una finale B .

-19 -
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Ne risulta unaltra definizione di forza conservativa . << Le forze conservative sono forze il
cui lavoro lungo un percorso chiuso é nullo>>

Tutte le forze che non soddisfano alle definizioni finora date sono chiamate forze non
conservative.

Sono forze non conservative le forze dissipative come le forze d'attrito che si manifestano quando
un corpo scivola sulla superficie di un altro corpo e le forze di resistenza alle quali si trovano
sottoposti tutti i corpi che si spostano in un mezzo fluido ( liquido o aeriforme ) .

Delle forze dissipative possiamo dare anche la seguente definizione : << si chiamano forze
dissipative quelle forze il cui lavoro totale, lungo un percorso chiuso & negativo >>
Sono forze non conservative anche le forze giroscopiche , cioe quelle forze ( come la forza reale di
Lorentz e la forza fittizia di Coriolis ) che dipendono dalla velocita del punto materiale ed agiscono

sempre lungo una direzione perpendicolare al vettore velocita .

OSSERVAZI ONI

® Un campo di forze si dice centrale se la forza , agente in un punto P qualsiasi del campo , &
diretta lungo la retta che passa per il punto P scelto e per un punto fisso O detto centro di forza .
Come esempio si puo portare la forza di attrazione gravitazionale esercitata dal Sole su un pianeta e

la forza di interazione elettrostatica di due cariche elettriche puntiformi .

B per |e forze conservative possiamo introdurre una grandezza U ( detta energia potenziale ) che &
una funzione dipendente dalla posizione ( coordinate ) del punto P e che gode della seguente

proprieta : << il lavoro compiuto dalle forze del campo per spostare da una posizione iniziale A ad

una finale B , il corpo su cui il campo agisce , ¢ dato da : LAB(IE) =U(A)-U(B)=U, - U, >

Quindi per i campi di forza conservativi il lavoro dipende solo dai punti estremi del percorso
seguito ed e possibile esprimere tale lavoro come differenza tra i valori assunti in corrispondenza
dei punti estremi da una funzione U che dipende soltanto dalla posizione del punto materiale e viene

detta energia potenziale del campo di forze conservative .
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Energia potenziale
Quando un corpo e sottoposto all'azione di sole forze conservative , allora é utile introdurre una

grandezza fisica detta energia potenziale indicata col simbolo U oppure col simbolo E, .

Definiamo punto di riferimento o posizione di riferimento o posizione zero di un campo di forze

conservative un punto qualsiasi del campo rispetto al quale € nota la posizione del corpo sottoposto
all'azione delle sole forze conservative .

Il lavoro compiuto dalle forze conservative del campo durante lo spostamento del corpo da una
posizione qualunque A alla posizione di riferimento O viene chiamato energia potenziale del corpo
nella posizione iniziale A . Con parole diverse nella forma ma equivalenti nella sostanza possiamo
definire | ' energia potenziale di una massa m posta in un punto A di un campo di forze
conservative nella seguente maniera . Nel punto A collochiamo la massa m . Quando la massa m

passa dalla posizione A alla posizione O le forze del campo compiono un lavoro detto energia

potenziale della massa m . In simboli abbiamo : U(A) =U, = E,(A) = LA%O(IE)

E' evidente che risulta : u(0) = LO%O(IE) =0

Scegliere il punto O come posizione di riferimento significa
supporre che | ' energia potenziale in O sua nulla e viceversa .

Poiché il lavoro delle forze conservative non dipende dal percorso

effettuato ma solo dalle posizioni iniziale e finale , | ' energia
3 potenziale di un corpo , una volta scelta la posizione zero |,
dipende esclusivamente dalla posizione occupata dal corpo .
Questo significa che | ' energia potenziale U di un corpo e funzione soltanto della posizione da
esso occupata .
Il valore dell'energia potenziale col relativo segno dipende dalla posizione di riferimento O ; per
questo motivo si dice che | ' energia potenziale € definita a meno di una costante additiva .

U, -U, =U, -U, =

1 m = Laso(F) = Leso(F) =
. Sop =heelf) )= L(F) - L(F) =
= Laos(F) = Lo (F)
3 Lass(F) = = (Ur -U) = - AU| 1]
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<< la variazione dell'energia potenziale cambiata di segno rappresenta il lavoro compiuto dalle
forze del campo quando la massa m passa dalla posizione iniziale A a quella finale B >>

Essa non dipende dalla posizione di riferimento ; infatti nella [*] non vi e piu traccia della
posizione O.

B B Apbiamo detto che la posizione di riferimento ( insieme dei punti cui si attribuisce energia
potenziale zero ) € scelta arbitrariamente . In talune situazioni potrebbe essere utile scegliere tale
posizione secondo criteri di convenienza . Se la forza e costante ( campo uniforme ) non si ha
nessun particolare vantaggio a scegliere una posizione di riferimento piuttosto che un‘altra . Di

solito si sceglie come posizione zero un punto qualsiasi di un piano orizzontale .

nA

A Consideriamo il campo gravitazionale
i terrestre in prossimita della terra . La forza
P O-A P=mg agente su una massa m &

o Ao _ A costante e diretta verso il basso
U(A) = Ly ,o(P) = Px(0 - A) = mgh
con h numero reale relativo , in quanto h &
N positivo se A ¢ al di sopra del piano
orizzontale , negativo se € al di sotto del

i B piano orizzontale .

Quando una massa m cade liberamente nel campo gravitazionale terrestre , la forza del campo
compie un lavoro positivo uguale alla diminuzione dell'energia potenziale gravitazionale .

Pil in generale ,quando una massa m cade liberamente nel campo gravitazionale terrestre
dall'altezza h, all ' altezza h, (< h, ) dalla superficie terrestre, la forza del campo compie un
lavoro positivo uguale alla diminuzione dell * energia potenziale . In simboli abbiamo :

L=U1—U2:mghl—mgh2

Viceversa ,per portare una massa m da terra all'altezza h e necessario compiere un lavoro contro la
forza gravitazionale . Questo significa che & necessario l'intervento di una forza esterna per portare

la massa m all'altezza h .
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La forza esterna compie un lavoro positivo pari a L =mgh , contemporaneamente la forza del

campo un lavoro negativo ( che rappresenta l'energia potenziale della massa m alla quota h )

—L = —mgh uguale e contrario a quello compiuto dalla forza esterna

Il lavoro compiuto dalla forza esterna viene immagazzinato dalla massa m sotto forma di energia

potenziale gravitazionale per essere poi restituito sotto forma di lavoro positivo quando la

massa m ritorna liberamente a terra.

Se la forza varia con la posizione del corpo di massa m & conveniente assumere come

posizione zero un punto dove la forza & zero.

Se il campo di forze conservative é creato dalla massa puntiforme M , allora la posizione zero e un
' Mm

punto all'infinito in quanto : U(A) = G R F() = 0

L ' energia potenziale della massa m distante r dalla massa M che crea il campo radiale e data da :

U(A) = —G-@ 0=P,

Il segno meno sta a significare che il lavoro é negativo in quanto la forza gravitazionale , essendo
attrattiva , si oppone all'allontanamento della massa m . Quindi |'energia potenziale della massa
m posta in un punto del campo gravitazionale generato dalla massa M coincide col lavoro resistente
(cioe negativo ) compiuto dalle forze del campo quando la massa m va dalla posizione A all'infinito
Quando la massa m passa dalla posizione iniziale A alla posizione finale B abbiamo :

— 1 1

Laos(F) =U, - Uy = G Mm[— = —j
r-B rA
B W | ¢ forze elastiche di richiamo , compaiono quando si comprime o si allunga una molla , sono
forze conservative . Esse sono del tipo : F =—-ks§

In questo caso la posizione zero coincide con la posizione di equilibrio O della massa m in quanto

in tale posizione risulta F =0 . L' energia potenziale della massa m soggetta alla forza

F = — ks , posta alla distanza s da O vale U(s) = %k s

L ' energia potenziale di m & sempre positiva .

B | ' energia potenziale di un corpo & I'energia che compete al corpo per il fatto di occupare una
posizione di un campo di forze conservative . Essa rappresenta la capacita potenziale di un corpo in
condizioni di quiete di compiere del lavoro in virtu della posizione che esso occupa in un campo di

forze conservative .
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Se una forza esterna F, ( cioé non facente parte del campo conservativo ) compie un lavoro su un

corpo soggetto alle forze di un campo conservativo si pud ritenere che tale lavoro venga

immagazzinato nel corpo sotto forma di energia potenziale .

La conservazione dell’energia meccanica

L’energia cinetica e I’energia potenziale sono le due forme in cui si pud presentare | * energia
meccanica di un corpo . Consideriamo una massa m soggetta all’azione di un campo di forze

conservative e supponiamo che si sposti dalla posizione iniziale A , dove ha velocita v, , alla

—

posizione finale B , dove ha velocita v, . Poiché I'unica forza che agisce su m e la forza

conservativa del campo , possiamo scrivere: L, ,(F) =T, - T, =U, — U, cioé:

Ug + T, =U,+ T, =U+T=E| [1]

La somma dell’energia potenziale e dell’energia cinetica & chiamata energia meccanica totale della
massa m . L’equazione [1] stabilisce che | * energia meccanica totale é costante se I’unica forza

che esegue lavoro € una forza conservativa . Soltanto quando forze di questo tipo eseguono lavoro

, I’energia meccanica totale si conserva .

m< J,

L’equazione [1] e detta legge di conservazione dell’energia meccanica per le forze conservative .

<< Per un corpo soggetto soltanto a forze conservative si mantiene costante , istante per

istante , la somma dell’energia cinetica e dell’energia potenziale . >>
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La proprieta importante dell * energia meccanica E non € il valore effettivo durante il movimento
( che dipende dall’osservatore ) ma il fatto che questo valore non cambia durante il movimento

quando le forze sono conservative .

<< In un sistema isolato soggetto a sole forze conservative si mantiene costante la somma delle
energie cinetiche e potenziali di tutte le particelle , cioé si mantiene costante I’energia

meccanica totale del sistema . >>

Nel caso in cui la massa m si muove in prossimita della terra ed é soggetta alla sola forza peso ,

I’equazione [1] assume la forma :

%mvi + mgh, = %mvé + mgh, = %mv2 +mgh=E| [2]

-25-



-26- Unita Didattica N° 7 Lavoro, Energia, Urti

Illustriamo il significato fisico dell’equazione [2] attraverso un esempio .

A Sia m la massa di un grave in prossimita della terra .

Tale massa parte dalla quiete dalla posizione A ed

s=h-x attraverso la posizione C .

Tale massa , in quiete nella posizione A , giunge al
suolo nella posizione B passando attraverso la
X posizione intermedia C . Vogliamo dimostrare che :
|E(A) = E(C) = E(B)|

A)VA:O ,TAZO 'UA:mgh,E(A)ZTA+UA:mgh

Nella posizione A | * energia della massa m e tutta potenziale .

B)h=0,v, =.2gh ,TB:%mvg:%mZgh:mgh,E(B):TB+UB=mgh

Tutta I’energia potenziale si é trasformata in energia cinetica .

C) U, = mgx T. = %mv

La massa m si muove di moto naturalmente accelerato :
s:h—x:%gt2 , V2 =2gs =2g9(h-x) , T, :%mZg(h—x):mgh—mgx
E(C) =T. + U. = mgh — mgx + mgx = mgh

2

v =v: +2g(h - x) =2gh — 2gx

Una parte dell’energia potenziale si e trasformata in energia cinetica . Possiamo concludere
affermando che : [E(A) = E(C) = E(B) = mgh|
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Forze e campi conservativi

Tutte le forze della fisica possono essere
suddivise in forze conservative e forze non
conservative o forze dissipative .

Qualche esempio introduttivo ci servira per
capire meglio il significato di forze conservative

e forze dissipative .

Supponiamo di trovarci in prossimita della terra

dove il campo gravitazionale terrestre & uniforme

ed il peso P = mg pud ritenersi costante .

Consideriamo due punti A e B dello spazio e due
percorsi diversi , ad esempio AB e ADB .

LAB(IS) = I3><(B - A) = Pxh = mgh

( possiamo pensare alla caduta verticale di
un tratto AB )

Luos(P) = Luo(P) + Log(P) =

= Px(D - A) + Px(B - D) =

= P-AD-cos9 + 0 = mgh

essendo h = AB = ADcos3 ( possiamo pensare allo scorrimento senza attrito di un punto
materiale prima sul piano inclinato perfettamente liscio AB e poi sul piano orizzontale liscio DB ) .
Abbiamo trovato : LAB(ﬁ) = LADB(I3) = mgh

Supponiamo adesso che il percorso per andare da A a B non sia rettilineo ma sia mistilineo . In tal

caso basta dividere la curva AD in archi piccolissimi mediante piani orizzontali tali che ogni arco di

curva possa essere sostituito dalla sua corda .
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In tal caso avremo :
Laos(P) = Lun(P) + Lan(P) + Lua(P) + Luo(P) + Log(P) =
= LE(Is) + L@(ﬁ) + Lﬁ(ﬁ) + L@(ﬁ) +0=

= mg-AR, + mg-RR, + mg-RR, + mg-RB = mg-(AR + RR, + R,R, + R;B) = mgh

Quindi il lavoro compiuto dalla forza peso non dipende dal percorso , ma viene determinato
soltanto dalla posizione iniziale A e dalla posizione finale B del punto materiale e dal valore
della forza peso P .

Abbiamo trovato un caso in cui il lavoro eseguito dalla forza agente non dipende dalla particolare
traiettoria seguita dal corpo , ma solo dalla posizione iniziale e finale del corpo . Nel caso delle
forze gravitazionali si ottiene sempre un risultato analogo anche si considerano traiettorie piu
complesse e forze applicate comungque complesse . Tutte le forze che si comportano come le forze

gravitazionali si dicono forze conservative .
DEFINIZIONE GENERALE

<< Un campo di forze si dice conservativo se il lavoro compiuto dalle forze del campo su un corpo
in movimento non dipende dalla particolare traiettoria seguita , ma solo dalla posizione iniziale e da

quella finale . >>

Sono forze conservative : 1) tutte le forze centrali, in particolare le forze elastiche f = — kX |

le forze deformanti f = kX 2) le forze gravitazionali , in particolare la forza peso
3) le forze elettrostatiche .

Diamo un‘altra definizione delle forze conservative equivalente alla precedente . Consideriamo un
campo conservativo e tre percorsi (A1B , A2B , A3B ) che congiungono la posizione iniziale A

con la posizione finale B . Essendo il campo conservativo possiamo scrivere :
LAlB(IE) = LASB(IE) =~ LBSA(IE) = LAlB(IE) + LBSA(IE) =0 = LAlB3A(IE) =0

Ma A1B3A é un percorso chiuso . Questo ci consente di affermare che << il lavoro delle forze
conservative lungo un percorso chiuso € nullo >> . Invertendo il ragionamento si dimostra
facilmente che se e nullo il lavoro lungo un percorso chiuso , questo lavoro deve essere

indipendente dal percorso effettuato per andare da una posizione iniziale A ad una finale B .
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Ne risulta unaltra definizione di forza conservativa . << Le forze conservative sono forze il
cui lavoro lungo un percorso chiuso é nullo>>

Tutte le forze che non soddisfano alle definizioni finora date sono chiamate forze non
conservative.

Sono forze non conservative le forze dissipative come le forze d'attrito che si manifestano quando
un corpo scivola sulla superficie di un altro corpo e le forze di resistenza alle quali si trovano
sottoposti tutti i corpi che si spostano in un mezzo fluido ( liquido o aeriforme ) .

Delle forze dissipative possiamo dare anche la seguente definizione : << si chiamano forze
dissipative quelle forze il cui lavoro totale, lungo un percorso chiuso & negativo >>
Sono forze non conservative anche le forze giroscopiche , cioe quelle forze ( come la forza reale di
Lorentz e la forza fittizia di Coriolis ) che dipendono dalla velocita del punto materiale ed agiscono

sempre lungo una direzione perpendicolare al vettore velocita .

OSSERVAZI ONI

® Un campo di forze si dice centrale se la forza , agente in un punto P qualsiasi del campo , &
diretta lungo la retta che passa per il punto P scelto e per un punto fisso O detto centro di forza .
Come esempio si puo portare la forza di attrazione gravitazionale esercitata dal Sole su un pianeta e

la forza di interazione elettrostatica di due cariche elettriche puntiformi .

B per |e forze conservative possiamo introdurre una grandezza U ( detta energia potenziale ) che &
una funzione dipendente dalla posizione ( coordinate ) del punto P e che gode della seguente

proprieta : << il lavoro compiuto dalle forze del campo per spostare da una posizione iniziale A ad

una finale B , il corpo su cui il campo agisce , ¢ dato da : LAB(IE) =U(A)-U(B)=U, - U, >

Quindi per i campi di forza conservativi il lavoro dipende solo dai punti estremi del percorso
seguito ed e possibile esprimere tale lavoro come differenza tra i valori assunti in corrispondenza
dei punti estremi da una funzione U che dipende soltanto dalla posizione del punto materiale e viene

detta energia potenziale del campo di forze conservative .
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Energia potenziale
Quando un corpo e sottoposto all'azione di sole forze conservative , allora é utile introdurre una

grandezza fisica detta energia potenziale indicata col simbolo U oppure col simbolo E, .

Definiamo punto di riferimento o posizione di riferimento o posizione zero di un campo di forze

conservative un punto qualsiasi del campo rispetto al quale € nota la posizione del corpo sottoposto
all'azione delle sole forze conservative .

Il lavoro compiuto dalle forze conservative del campo durante lo spostamento del corpo da una
posizione qualunque A alla posizione di riferimento O viene chiamato energia potenziale del corpo
nella posizione iniziale A . Con parole diverse nella forma ma equivalenti nella sostanza possiamo
definire | ' energia potenziale di una massa m posta in un punto A di un campo di forze
conservative nella seguente maniera . Nel punto A collochiamo la massa m . Quando la massa m

passa dalla posizione A alla posizione O le forze del campo compiono un lavoro detto energia

potenziale della massa m . In simboli abbiamo : U(A) =U, = E,(A) = LA%O(IE)

E' evidente che risulta : u(0) = LO%O(IE) =0

Scegliere il punto O come posizione di riferimento significa
supporre che | ' energia potenziale in O sua nulla e viceversa .

Poiché il lavoro delle forze conservative non dipende dal percorso

effettuato ma solo dalle posizioni iniziale e finale , | ' energia
3 potenziale di un corpo , una volta scelta la posizione zero |,
dipende esclusivamente dalla posizione occupata dal corpo .
Questo significa che | ' energia potenziale U di un corpo e funzione soltanto della posizione da
esso occupata .
Il valore dell'energia potenziale col relativo segno dipende dalla posizione di riferimento O ; per
questo motivo si dice che | ' energia potenziale € definita a meno di una costante additiva .

U,-U, =U, -U, =

1 m = Laso(F) = LesofF) =
. Nop =heelf) ()= L(F) - L(F) =
= Laos(F) = Loi(F)
3 Lass(F) = = (Ur -U) = - AU| 1]
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<< la variazione dell'energia potenziale cambiata di segno rappresenta il lavoro compiuto dalle
forze del campo quando la massa m passa dalla posizione iniziale A a quella finale B >>

Essa non dipende dalla posizione di riferimento ; infatti nella [*] non vi e piu traccia della
posizione O.

B B Apbiamo detto che la posizione di riferimento ( insieme dei punti cui si attribuisce energia
potenziale zero ) € scelta arbitrariamente . In talune situazioni potrebbe essere utile scegliere tale
posizione secondo criteri di convenienza . Se la forza e costante ( campo uniforme ) non si ha
nessun particolare vantaggio a scegliere una posizione di riferimento piuttosto che un‘altra . Di

solito si sceglie come posizione zero un punto qualsiasi di un piano orizzontale .

nA

A Consideriamo il campo gravitazionale
i terrestre in prossimita della terra . La forza
P O-A P=mg agente su una massa m &

o AO —A costante e diretta verso il basso
U(A) = Ly ,o(P) = Px(0 = A) = mgh
con h numero reale relativo , in quanto h &
N positivo se A ¢ al di sopra del piano
orizzontale , negativo se € al di sotto del

i B piano orizzontale .

Quando una massa m cade liberamente nel campo gravitazionale terrestre , la forza del campo
compie un lavoro positivo uguale alla diminuzione dell'energia potenziale gravitazionale .

Pil in generale ,quando una massa m cade liberamente nel campo gravitazionale terrestre
dall'altezza h, all ' altezza h, (< h, ) dalla superficie terrestre, la forza del campo compie un
lavoro positivo uguale alla diminuzione dell * energia potenziale . In simboli abbiamo :

L=U1—U2:mghl—mgh2

Viceversa ,per portare una massa m da terra all'altezza h e necessario compiere un lavoro contro la
forza gravitazionale . Questo significa che & necessario l'intervento di una forza esterna per portare

la massa m all'altezza h .
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La forza esterna compie un lavoro positivo pari a L =mgh , contemporaneamente la forza del

campo un lavoro negativo ( che rappresenta l'energia potenziale della massa m alla quota h )

—L = —mgh uguale e contrario a quello compiuto dalla forza esterna

Il lavoro compiuto dalla forza esterna viene immagazzinato dalla massa m sotto forma di energia
potenziale gravitazionale per essere poi restituito sotto forma di lavoro positivo quando la
massa m ritorna liberamente a terra.

Se la forza varia con la posizione del corpo di massa m & conveniente assumere come
posizione zero un punto dove la forza & zero.

Se il campo di forze conservative é creato dalla massa puntiforme M , allora la posizione zero e un

punto all'infinito in quanto : U(A) = G- Mrzm = F(o)=0

L ' energia potenziale della massa m distante r dalla massa M che crea il campo radiale e data da :

U(A) = —G-@ 0=P,

Il segno meno sta a significare che il lavoro é negativo in quanto la forza gravitazionale , essendo
attrattiva , si oppone all'allontanamento della massa m . Quindi |'energia potenziale della massa
m posta in un punto del campo gravitazionale generato dalla massa M coincide col lavoro resistente
(cioe negativo ) compiuto dalle forze del campo quando la massa m va dalla posizione A all'infinito
Quando la massa m passa dalla posizione iniziale A alla posizione finale B abbiamo :

— 1 1

Las(F) =U, - Uy = G Mm[— = —j
r-B rA
B W | ¢ forze elastiche di richiamo , compaiono quando si comprime o si allunga una molla , sono
forze conservative . Esse sono del tipo : F =—-ks§

In questo caso la posizione zero coincide con la posizione di equilibrio O della massa m in quanto

in tale posizione risulta F = 0 . L' energia potenziale della massa m soggetta alla forza

F = — ks , posta alla distanza s da O vale U(s) = %k s

L ' energia potenziale di m & sempre positiva .

B | ' energia potenziale di un corpo & I'energia che compete al corpo per il fatto di occupare una
posizione di un campo di forze conservative . Essa rappresenta la capacita potenziale di un corpo in
condizioni di quiete di compiere del lavoro in virtu della posizione che esso occupa in un campo di

forze conservative .
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Se una forza esterna F, ( cioé non facente parte del campo conservativo ) compie un lavoro su un

corpo soggetto alle forze di un campo conservativo si pud ritenere che tale lavoro venga

immagazzinato nel corpo sotto forma di energia potenziale .

La conservazione dell’energia meccanica

L’energia cinetica e I’energia potenziale sono le due forme in cui si pud presentare | * energia
meccanica di un corpo . Consideriamo una massa m soggetta all’azione di un campo di forze

conservative e supponiamo che si sposti dalla posizione iniziale A , dove ha velocita v, , alla

—

posizione finale B , dove ha velocita v, . Poiché I'unica forza che agisce su m e la forza

conservativa del campo , possiamo scrivere: L, (F) =T, - T, =U, — U, cioé:

Ug + T, =U,+ T, =U+T=E| [1]

La somma dell’energia potenziale e dell’energia cinetica & chiamata energia meccanica totale della
massa m . L’equazione [1] stabilisce che | * energia meccanica totale é costante se I’unica forza

che esegue lavoro € una forza conservativa . Soltanto quando forze di questo tipo eseguono lavoro

, I’energia meccanica totale si conserva .

m< J,

L’equazione [1] e detta legge di conservazione dell’energia meccanica per le forze conservative .

<< Per un corpo soggetto soltanto a forze conservative si mantiene costante , istante per

istante , la somma dell’energia cinetica e dell’energia potenziale . >>
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La proprieta importante dell * energia meccanica E non € il valore effettivo durante il movimento
( che dipende dall’osservatore ) ma il fatto che questo valore non cambia durante il movimento

quando le forze sono conservative .

<< In un sistema isolato soggetto a sole forze conservative si mantiene costante la somma delle
energie cinetiche e potenziali di tutte le particelle , cioé si mantiene costante I’energia

meccanica totale del sistema . >>

Nel caso in cui la massa m si muove in prossimita della terra ed é soggetta alla sola forza peso ,

I’equazione [1] assume la forma :

%mvi + mgh, = %mvé + mgh, = %mv2 +mgh=E| [2]
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Illustriamo il significato fisico dell’equazione [2] attraverso un esempio .

A Sia m la massa di un grave in prossimita della terra .
Tale massa parte dalla quiete dalla posizione A ed

s=h-x attraverso la posizione C .

C . : . .

A Tale massa , in quiete nella posizione A , giunge al
suolo nella posizione B passando attraverso la
X posizione intermedia C . Vogliamo dimostrare che :

L e u=o [E(A) = E(©) = E(B)]

A)VA:O ,TAZO 'UA:mgh,E(A)ZTA+UA:mgh

Nella posizione A | * energia della massa m e tutta potenziale .

B)h=0,v, =.2gh ,TB:%mvg:%mZgh:mgh,E(B):TB+UB=mgh

Tutta I’energia potenziale si é trasformata in energia cinetica .
C) U, = mgx T. = %mvX
La massa m si muove di moto naturalmente accelerato :

s:h—x:%gt2 , V2 =2gs =2g9(h-x) , T, :%mZg(h—x):mgh—mgx
E(C) =T. + U. = mgh — mgx + mgx = mgh

2

v =v: +2g(h - x) =2gh — 2gx

Una parte dell’energia potenziale si e trasformata in energia cinetica . Possiamo concludere

affermando che : [E(A) = E(C) = E(B) = mgh|
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Un blocco, di massa m = 10 kg, & posto sopra un prano inclinato liscio
con a = 30° ed & soggetto alle forze, mostrate m figura, ¥, = 100 N, F, = 30N
ed ¥y = 80 N. Calcolare il lavoro compiuto quando il blocco sale di s — 2 m
lungo ¢l piano inclinato.

Il lavoro compiuto da ciascuna forza & :

Lp=Pscos(90° + a) = —Pssenag = — 10 .98 . 2 I~ 987
Ly =F, scosa =173 1

Ly, = Fy 8 cos 900 = 0

Ly =Fys=160J

Perciod, il lavoro totale compiuto é:

L e Ll Jﬁ .L2 ‘!" LS _{" Lp e 235 J
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Un corpo di massa m =3 kg sta scivolando su un piano orizzontale, avente un
coefficiente di attrito dinamico f = 0,15, con velocita v =8 m/s. Calcolare:

a) la forza massima di attrito che si esercita tra piano e corpo
b) il tempo che il corpo impiega a fermarsi

c) lo spazio percorso prima di fermarsi

d) il lavoro compiuto dalla forza d’attrito

Soluzione. a) Per definizione di coefficiente di attrito la forza massima d’attrito & data
dalla relazione:

F,=fmg
per cui:
F,. =44 N
b) Il moto avviene con forza costante (F,), per cui:

F, _ 1,47 m/s?

a=
V=V()_at

Il tempo impiegato a fermarsi si calcola imponendo che la velocita si annulli:

t =2 =544 5
a
c) Lo spazio percorso ¢ dato da:
1 .
S:S()+V()t__‘2—at (S(;'=O)

per cui lo spazio di fermata, corrispondente a t = ¢, vale:

S|=V()t1‘*%at%=21,8 m

d) 11 lavoro compiuto vale:
L=-~F,8,=959/J
Lo stesso risultato si ottiene applicando il teorema delle forze vive:

L=AEC=%mv(2,=96,OJ

ottenendosi cosi anche un risultato piu preciso (la differenza & dovuta agli arrotonda-
menti introdotti).
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