PROBLEMA 1

Si pud pedalare agevolmente su una bicicletta a ruote quadrate? A New York, al MoMath-Museum of
Mathematics si puo fare, in uno dei padiglioni dedicati al divertimento matematico (figura 1). E pero
necessario che il profilo della pedana su cui 1l lato della ruota puo scorrere soddisfialcuni requisiti.

In figura 2 & riportata una rappresentazione della situazione nel piano cartesiano Oxy: il quadrato di lato

DE = 2 (in opportune unita di misura) e di centro C rappresenta la ruota'della bicicletta, il grafico della
funzione f (x) rappresenta il profilo della pedana.

E
: y=f(x)
Figura 1 \
E X
1a o  ar

1) Sulla base delle informazioni ricavabili dal grafico in figura 2. mostra. con le opportune

argomentazioni, che la funzione:
e*+e™”
flx)=v2- B — xeER

rappresenta adeguatamente il profilo della pedana per x € [—a; a]: determina inoltre il valore degh
estremi a ¢ - a dell’intervallo.

e 4+e*

Studiamo la funzione f (x)=v2- con xeR per verificare che il suo grafico & compatibile

con il profilo della pedana.

domf=R f(-x)= 7 ¢ ;e = f(x) Si tratta di una funzione pari il cui grafico &

simmetrico rispetto all’asse delle ordinate.
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Intersezioni con gli assi cartesiani

e’ +
2

-0
x=0 = y=42- ¢ =J§—1L21:ﬁ—1 Il grafico della funzione incontra I’asse delle

ordinate nel punto (0;\/5—1)
J2-1=0,414<5 in sintonia con quanto risulta dal grafico della figura 2.

y=0 = 5 e'+e

=0 = e*+e* =22 ex+ix=2ﬁ
e

Pongo e* =t ottengo: t2—2\/§t+1:0 = t=+/2+1

e =2 +1 xlzln(\/i+1):0,88:a

" =V2-1 % =In(v2-1)=In \/51+1:—In(\/§—1):—0,88:—a

Il grafico della funzione incontra I’asse delle ascisse nei punti (—In(\/i +1);O) e (In(\/i +1);0)
Concludiamo affermando che risulta a:In(\/§+1) e quindi possiamo scrivere:
[-a; a]:[—ln(\/i +1);In(\/§ +1)}

Segno della funzione:

Segno della funzione

y>0 = 2—eX+2e_X>0 t2-2,2t+1<0 se —In(\/§+1)<x<ln(\/§+1)

Quindi la funzione f(x)= P e positiva nell’intervallo

}—In(ﬁﬂ); In(\/§+1)[ =]-a;a[ in accordo col grafico della figura 2.
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Intervalli di monotonia ed eventuali punti estremanti

f'(x)= f'(x)=0 = x=0 f'(x)>0 = e*>e* = e”<l 2x<Inl x<0

La funzione f(x) cresce (decresce) per x<0 (x>0)

x =0 = punto di massimo assoluto  f (0)= V2 +1 = massimo assoluto

e'”(ﬁ*l) _e"”(ﬁ*l) _ \/§+1_\/§1+1 ~ (\/§+1)2 -1 ~ 2+1+24/2 -1 ~ 2(\/§+1)

)= N ¥E) BTN V) BTN S
gt V2 1 (Ea) g o -2(VE) 1
(3)= 2 - 2 - 2(v2+1) - 2(V2+1) - 2(V2+1) o

La tangente al grafico della funzione nel punto (—a;O) forma con I’asse delle x un angolo di 45°.

La tangente al grafico della funzione nel punto (a;O) forma con I’asse delle x un angolo di 135°.

Le due tangenti sono fra loro perpendicolari.

Intervalli di convessita ed eventuali punti di flesso

e <0vVxeR

f"(x)=-

Il grafico della funzione non presenta punti di flesso e volge la concavita verso il basso in tutto il

suo dominio.

I risultati trovati ci inducono ad affermare che il grafico della funzione assegnata € compatibile col

profilo della pedana e quindi rappresenta adeguatamente il suo profilo.

Maturita Scientifica 2017 Sessione Ordinaria Pagina 3 di 29



Per visualizzare il profilo completo della pedana sulla quale la bicicletta potra muoversi, si affiancano varie
copie del grafico della funzione f(x) relativo all’intervallo [—a ; a]. come mostrato in figura 3.

[

Fignra 3

£ N N TN NN,

-4 -3 -2 -1 0 l 2 3 4

2)  Perché la bicicletta possa procedere agevolmente sulla pedana & necessario che:
a sinistra e a destra dei punti di non derivabilita 1 tratti del grafice siano ortogonali;
la lunghezza del lato della ruota quadrata risulti pari alla lunghezza diuna “gobba™, cioé dell’arco

di curva di equazione v = f(x) per x € [—a; a].

Stabilisci se tali condizioni sono verificate.

Chiamiamo g (x) la funzione che si ottiene quando affianchiamo le copie del grafico della funzione
f(x). Calcoliamo la derivata sinistra e la derivata destra della funzione g(x) nel punto
x:azln(x/EJrl) dove essa & continua ma non derivabile. Vedremo che si tratta di un punto
angoloso. La funzione g(x) e continua, periodica di periodo 2a e presente infiniti punti di non

derivabilita, che sono tutti punti angolosi.

) o (V2) () y gy ay 2(V241)

=1

—In(«/EJrl) In
e —e

T e Ty (@) o) (Ve

1 2
g (a)= y (_a)= el”(ﬁJrl)_efln(«/Eﬂ) _ ﬁﬂ_m i (\/§+1) _1: 2+1+2\/§_1= 2(\/§+1)
: ) 2 2(\/§+1) 2(\/§+1) 2(\/§+1)

N
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Le tangenti al grafico della funzione g(x) nel punto (a;0) sono ortogonali. Per la periodicita della

funzione g (x) la stessa proprieta vale in tutti i punti di non derivabilita (punti angolosi).

YA

o 4

2,5

ln(2+1)

Verifichiamo che la lunghezza ¢ di una gobba é uguale a 2 (lato della ruota). Per determinare la

lunghezza ¢ dell’arco descritto da f(x) nell’intervallo [—a;a] basta applicare la seguente

formula: E:Ijaa1/1+[f’(x)]2-dx:2j0+a,/1+[f'(x) “.dx in quanto f'(x) e la funzione

integranda é pari.

—X x 12 —2X 2% a
£:2j0+a fl+[e 2_e } 'dX=ZJ.0+a\/4+e ;e _2~dx:J'0+ V2+e P +e”.dx

E:j;am-d x=j;a(eX +e‘*)-d x:[eX —e‘xljzea —e?-1+l=¢"—¢"

gzeln(«/iﬂ) _e—ln(«/EJrl) :\/E +1_ \/E +1:2

La gobba é lunga quanto il lato del quadrato.

3) Considerando la similitudine dei triangoli rettangoli ACL ¢ ALM in figura 4, e ricordando il significato
geometrico della derivata, verifica che il valore dell’ordinata d del centro della ruota si mantiene

costante durante il moto. Pertanto, al ciclista sembra di muoversi su una superficie piana.
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Figura 4

Clx,d) o

Ly

L

I'.}'. v : -

1 D |

Il punto L € la proiezione del centro C del quadrato di lato DE, quindi il triangolo ACL e
rettangolo in L. Il punto M ha la stessa ascissa del punto L e la stessa ordinata del punto A,
quindi il triangolo ALM e rettangolo in M. Le retta AC ed LM sono parallele in quanto
entrambe parallele all’asse delle ordinate. Queste due rette formano con la trasversale DE angoli

alterni interni congruenti: ALM =LAC. | triangoli ACL e AML sono simili per tutti gli angoli

congruenti. Ai lati omologhi posso applicare la seguente proporzione:

IM:AM =AL:LC Lc=PE_2.1  f/(x)=tgMAL=M AL
2 2 AM LC

—X ¥ \2 ox Tox o —
AC=4/LC*+AL’ = 1+[f'(X)]Z—\/1+(eT)_\/4+e Ze —2:\/2+e 4+e

X -x\? X —X X - X _
AC= (e e ] _£*e dIf(X)+AC=\/_—e +2}/+e ?/:ﬁ

2

Concludiamo affermando che I’ordinata D del centro C della ruota € costante e risulta uguale a

J2. Al ciclista sembra di muoversi lungo una superficie piana.
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Osservazione: MAL=ACL in quanto complementari dello stesso angolo CAL.

e* +e™* In(3) In(3)
—— ]

_ 2
Anche il grafico della funzione:  f(x) = Nl TR perx € |— >
"«"l

se replicato varie volte, pud rappresentare il profilo di una pedana adatta a essere percorsa da una bicicletta
con ruote molto particolari, aventi la forma di un poligono regolare.

4) Individua tale poligono regolare. motivando la risposta.

1
3 _n3 1
f,(_InSj_eZ—e 2 _e'”ﬁ—e'”ﬁ_\/§ J3 3-1 1 43

2 2 2 2 2J3 V3 3
. , . : 2 e'+e” o
Sia a I’angolo che la tangente al grafico della funzione f (X):ﬁ_ nel punto di ascissa
x:—ln—3. Risulta: tg = f,(_ln_szﬁ a=30°

2 2 3

n3 3 3+ L
f,(In3]_e 2_gz gMB_gns J3 -3+l 1 3
2 2 2 2 23 3 3

y=150°  fB=y-a=150°-30°=120°

Il poligono regolare che ha angoli interni di 120° é I’esagono regolare, La ruota della bicicletta ha

la forma di un esagono regolare, come indicato nella figura sottostante.
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2 e + g
...... B g[)(] = —
"""""""" e —>-
- O g 7 7%
2 2
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Problema N° 2

Consideriamo la funzione f: R — R, periodica di periodo T = 4 il cui grafico, nell'intervallo [0; 4], & il

seguente:

1A B

Figura 1

Come si evince dalla figura 1, 1 tratti OB, BD, DE del grafico sono segmenti i cui estremi hanno coordinate:

0(0,0), B(1,1), D(3,—1), E(4,0).

1) Stabilisci in quali punti del’suo insieme di definizione la funzione f € continua e in quali & derivabile

e verifica Iesistenza dei limiti: lm [ (}a) e lm / ); qualora esistano, determinane il valore.
X—»+e0 x—>+w X

X
Rappresenta‘inoltre, per x € [0; 4]. i grafici delle funzioni: g(x) = f'(x)  h(x) = ff(t)dt.
0

La funzione della quale conosciamo il grafico & continua in tutto il suo dominio perché continua a
tratti ed i limiti destro e sinistro coincidono nei punti di ascissa x=2k+1 con keZ. Non e

derivabile nei punti di ascissa x=2k+1 con keZ in quanto la derivata destra e la derivata sinistra

in tali punti non coincidono.

L’espressione analitica della funzione f nell’intervallo [0,4] e la seguente:
X se 0<x<1

f(x)=—x+2 se 1<x<3
X—4 se 3<x<4
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Disegniamo il grafico della funzione nel dominio R ed osserviamo che f (x) si puo scrivere nella

) x—4k se —1+4k<x<1+4k
seguente maniera:  f (x)= ci2idk se ledk<x<aidak keZ
—X+2+ +4k<x<3+

YA

(=]
-0
-
1]
[ =
LR
<
| >
=¥

=11

Poiché f(x) e una funzione periodica non costante oscillante fra -1 e +1, il limite lim f (x) non

X—00

esiste.

. f(x o . ..
Per calcolare lim Q utilizziamo il teorema del confronto. Infatti, risulta: —1< f (x)s+1

X—>+0 X

- : -1 f -1 . f
Dividendo tutto per x>0 otteniamo: —ls (X)sl lim —1= lim 1 =0 = Ilim ﬂ:0
X

X X X—>+0 ¥ X—>+o0 X X—>+00 X

Adesso rappresentiamo nell’intervallo [0,4] i grafici delle funzioni

X

g(x)=f'(x) e h(x):jO

f(t)dt
1, SEUS <]

glx) = Flx)=31—1, sel<x<3
1, 8¢ 3€<X<4

Il suo grafico é il seguente:
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Verifichiamo la derivabilita in ]0; 4] nei punti di congiunzione =z = 1,

r = 3 analizzando 1 limiti della derivata prima da destra e da sinistra.

lim f'(z) =1 lim f'(z)=—1

r—1- r—1T

lim f'(z) = —1 lim f(z)=1
T3~ r—3T
Osserviamo che 1 limiti destri e sinistri non coincidono, quindi f non e
derivabile in z = 1 e z = 3. Per periodicita possiamo affermare che f
non e derivabile nei punti x = 1 + 4k e x = 3+ 4k con k € Z, ovvero
nei punti x = 14+ 2k', con k' € Z.
X se 0<x<1

Sapendo che f(x)=1-x+2 se 1<x<3 otteniamo:
X—4 se 3<x<4
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Exz, se 0<x<1

X
1,
h(x)=f f(t)d.t=<—zx-+2x—1, se 1<x<3
0

1
Ex2—4x+8, se 3<x<4

Infatti, basta determinare I’espressione analitica della funzione h(x) nei tre sottointervalli [0;1] :

Ft:3), Jo4
Se0<x<1: h(x)=[, f()dt= [ tdt= Etz] = —x?

Sel<x<3: h(x)= [ f(O)dt= [ f(O)dt+ [ f(O)dt= [ tdt+ [(—t+2)dt=

1 X

1 1 1 1 1
= [—tz] +[——r2+2t] :———x2+2x—(——+2):——x2+2x—1
2l 2 1 2 2 2 2

Se3<x<4 h(x) = [ f(O)dt= [ f(O)dt+ [ fO)dt+ [ f(t)dt =
1 1, ot 179, 1 1,
—E+[—§t +2t]1+L(t—4)dt—§+[ E+6 ( §+2)]+[§t 41:]
1 1 9 1
—+0+—x2—4x—(——12):—x2—4x+8

2 2 2 2

X

3

Osserviamo che il grafico € composto da tre archi di parabola che si
1 1
raccordano nei punti (15) e (3 E)

Si tratta di tre parti di parabola, il cui grafico complessivo & il seguente:
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0s

2) Considera la funzione: s(x) = sen(bx)

con b costante reale positiva; determina b m modo che s(x) abbia lo stesso periodo di f(x).

Dimostra che la porzione quadrata di piano OABC in figura | viene suddivisa dai grafici di f(x) e
s(x) in 3 parti distinte e determina le probabilita che un punto preso a caso all’interno del quadrato

OABC ricada 1n ciascuna delle 3 parti individuate.
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Scoleri

La funzione s(x) = sen(bx) haperiodo T = 27” =4 se b= % ; quindi s(x) = sen Gx)

I grafici delle funzioni f(x) ed s(x) dividono il quadrato OABC in tre parti in quanto risulta
f(0)=s(0)=0 ed f(1)=s(1)=1 ed i grafici delle funzioni f(x) ed s(x) non hanno altri punti

d’intersezione nell’intervallo ];1[ .

YA

Ae \

Rappresentiamo nello stesso piano cartesiano le due funzioni f(x) ed s(x) insieme al
quadrato OABC ed indichiamo con Ry, R, ed Rj; le partirichieste:
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Calcoliamo le aree delle tre regioni:

~—

A (R)_l jl _(ﬂ' )d —1 [2 ﬂ:')]l—l 2
rea(R,) = . sen (5 x ) dx = —cos(Zx)| =
! 1 1
A'rea(R)=j se'n.(zx)dx——:———
(R, i 5

1
Area(R3) = 5

Le probabilita richieste sono:

ArealB) __ 1 2+ 036 = 36%
PL= drea(0ABC)  — m 0T
_ Area(Ry)) 2 1 _ 014 — 149
P2 = 4rea(0ABC) m 2 7
Area(R 1
D (Rs) ===0.50=50%

~ Area(0ABC) 2
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3) Considerando ora le funzioni: f)? e s()?

discuti, anche con argomentazioni qualitative, le variazioni (in aumento o in diminuzione) dei 3.valori

di probabilita determinati al punto precedente.

3. Rappresentiamo le funzioni f*(z) = 2% e s?(z) = sin? (3) nell'inter-

s(x) < 1. =i

o] =

vallo [0; 1], osservando che, essendo 0 < f(z) < 1e 0

avra f2(z) < f(z) e s*(z) < s(z).

[ A

YA

y = s?(x]
Ae '

-y = f2(x)

'
X

@k .

Quindi s1 avra un aumento dell’area gialla e una diminuzione dell’area

rosa; per quanto riguarda 'area verde e difficile fare una stima quah-

tativa.

Calcoliamo quindi le probabilita, ancora una volta ugual alle rispettive

aree.

ya . = ) e ' . .
Per calcolare I'integrale di sin” (%1) utilizzeremo la formula di bisezione
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sin?(a/2) = 1-cosa
2
1 371
I / 22 dr = [L] HESW Y
T 3o 3 1 1
Averde = ./.Sl [sinE (%I) — -1‘-9] dr = ./ﬂ Ising (%1) dr — ./ﬂ. x? dr =
1 — cos(mx) 1 1 1
A 5 dx — 373, [1 —cos(mz)| dr — 3=
1 1 ] 1
3 (I — 7 in(ra)l) - 5 =
% 1— %[sin:‘r — sin U]} — % —
Agiﬂiiﬂ = 1- -4?'0.541 - AL‘Erdc =1- T % — 13 ~ 0,5

Le probabilita di cadere nelle zone rosa, verde e gialla sono quindi

rispettivamente del 33% crica, del 17% circa e del 50%.

Scoleri

Osserviamo che, essendo f(x) ed s(x) minori o uguale ad 1, i loro quadrati sono inferiori,
percio:

f200) < flx) ed s*(x) < s(x)

Si ha pertanto:

1

fol sen (gx) dx > f sen? (gx) dx,

0

pertanto I'area Area(R;) aumenta (si ottiene sottraendo ad 1 una quantita minore):

la probabilita p; quindi aumenta.
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Si ha poi:

1 1
[ rearz [ rPeodr
0 0

pertanto I'area Area(R5) diminuisce (& inferiore ad %):
la probabilita p; quindi diminuisce.

Per quanto riguarda I'area della regione compresa fra il grafico di s*(x) ed f2(x)
effettuiamo il calcolo diretto (notiamo che il grafico di s2(x) sta sopra quello di £2(x)):

1 1

Area(R;) = Ll[sz(x) — f*(x)]dx = J; [senz (gx) — x2] dx = f

0

1 — cos(mx)

2 —ledx=

1

[1 L cen(mx) — = 3] L ot lapir=17w s 14y
=|-x——sen(mx) —=x°| ==—0—=—===0.17=
2" 2rm 37 1,72 36 ’ ’

Quindi la probabilita p, aumenta.

4) Determina infine il volume del solido generato dalla rotazione attorno all’asse( della porzione di piano

compresa tra il grafico della funzione h per x € [0; 3] e l'asse delle x.

4. Per calcolare 1l volume del sohido di rotazione utilizziamo 11 metodo dei

guscl cilindric.
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YA

Scoleri

Rappresentiamo la regione piana richiesta:

0.5 4

0.5 1

Calcoliamo il volume generato dalla rotazione attorno all’asse y utilizzando il metodo dei
gusci cilindrici. Si veda approfondimento alla pagina

1 3 1

2 2
fx-—x d.x+f x-(——x +2x—1)dx
0 2 1 2

1 3
1 1 1 1 2 1
=2 f —x?’dx+f (——x3+2x2—x)dx =21 [—x4] +[——x4+—x3——x2] =
. 2 72 8* ], 78" T3V T2,

1 10 83 .
=21 (—+—) = (—?I) w3 =21729 ud =V
8 3 12

1 3
V=2:r.rf x-h(x)dx+2?rf x-h(x)dx = 2m
0 1
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Questionario

1
1. Definito il numero E come: fF = f xe*dx, dimostrare che risulta:
0

1 2 X
J'Ox e*d x=e-2E

1
ed esprimere jo x*e*d x interminidi e ed E.

Per calcolare i due integrali definiti utilizziamo la formula dio integrazione per parti:

[ f@) @)de = f@)ae) — [ £@)g(a)da
Cerchiamo una primitiva di xe* integrando per parti:
Ixexdx:jxdexzxex—jexdx:xex—eX+C J':xexdx:[xex—eX]Z:e—eJrl:l
jlxzexd x—_[lxzdeX —[xzex]l—jl e*d xz—e—2jlxexd x=e—2E
0 ~Jo - o Jo B 0 -
I:x3exdx:_[:xsdexz[x3eX]Z—_[:exdx3:e—3j:x2exdx=e—3(e—2E)=e—3e+6E:6E—2e

2) Una torta di forma cilindrica e collocata sotto una cupola di plastica di forma semisferica.

. . 3 .
Dimostrare che la torta occupa meno dei c del volume della semisfera.

Indichiamo con h = x I’altezza del cilindro di raggio r inscritto nella sfera di raggio R. Risulta:
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0<x<R.

Calcoliamo il massimo di questo cilindro e verifichiamo che risulta minore dei c del volume della

semisfera. Vszé-%zR?’:%;rR?’ gvs ,3{; R® =2 7R
1
VC:7rr2h=7z(R2—x2)x:7r(R2—x2)l(x2)E

Ricordando che il prodotto di due potenze aventi la somma delle basi costante ¢ massimo

guando le basi sono proporzionali ai loro esponenti.

2 L2 U2 2 R*—x* x° 2 U2 2 2 R
R —x“+x“=R“=costante = =— = R°—Xx"=2X" = 3X*=R° = x=—4
1 1 NG
2
Il volume massimo del cilinfro inscritto nella sfera vale:
R? R
Vi = R? —
( J N BI
Adesso verifichiamo che risulta: V., <— R® ;7R4<3;?R’{ = L<l 1 1
' 5 33 5 27 25
25<27
Utilizzando le derivate otteniamo: V, =zr*h=x(R*-x*)x=7(-x*+R’x) 0<x<R
VE(X)=z(-3x*+R*) V/(X)=z(-6X) V{(x)=0 = -3x*+R’=0 = «x= R punto di

N

: . : R 6
massimo assoluto in quanto risulta: Vé’(—]=——7z R<0

B

Poi si procede come nel caso precedente.

Risoluzione goniometrica: : h=Rsing r=Rcos$
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1
Ve =zr’h=xR*-cos’ 9-R-sin 9= R*(cos’ 9)1-(sin2 9)2  cos’ $+sin® 9=1

Noi sappiamo che il prodotto di due potenze aventi la somma delle basi costante € massimo

quando le basi sono proporzionali ai loro esponenti.

cos’3 sin®9
1

= c0s29=2sin2% = cos9=+2sind sin?$=1-cos’$=1-2sin’ 9

N |-

3sin® 9=1 sin19=i (x):h:RsinS:i Poi si procede come prima.

V3 NE

. yJax+2b -6 . . .
3) Sapendo che ImgaXJr—:l determinare i valoridi a e b.
X—> X

. _JJax+2b-6 . - : . .
Ilmax+—:1 = |Im\/2—z 6=1 L’espressione J2b-6 non puod essere una quantita

x—0 X x—0

diversa da zero in quanto il limite proposto risulterebbe +oo. Deve essere: J2b-6=0 /2b=6

2b=36 bz%zlS

Iim‘/ax+36_6

In questo caso il limite calcolare diventa: =1 Lo calcolo applicando la regola di De

x—0 X
a4 a
o 2fax+36
L’Hospital: IlrrngJrzl Img@ﬂ a=2/36-2.6-12

Possiamo calcolare il limite proposto razionalizzando il numeratore:

iy +30-6 Jax+36+6 ,  @xe36736 o aX o, @
=0 X Jax+36+6 0 xJax+36+6 0 X [ax+36+6  *0+/36+6

21 a-12
12
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4) Per sorteggiare numeri reali nell’intervallo [0;2] viene realizzato un generatore di numeri

casuali che fornisce numeri distribuiti, in tale intervallo, con densita di probabilita data dalla

3. 3

funzione: f(x) 5 1

Quale sara il valore medio dei numeri generati?
Quial & la probabilita che il primo numero estratto sia 3 ?

Qual ¢ la probabilita che il secondo numero estratto sia minore di 1?

2 3

Verifichiamo che la funzione proposta f (x)=gx —%x sia una funzione densita di probabilita.

Per fare cio basta verificare che risulta: (1) f(x)>0 Vxe[0,2] (2) _[02 f(x)d x=1

(1) f(x)=gx2—%x3=%(2—x)20 se xe[0,2]

2 2
(2) J'Z(EX?_EXS']d Xzérxzd X—EJ.ZXBd X=§[£X3} _E[lxz} =§‘§_§'E:4_3:1
"\2 4 2% 40 213 |, 44 [, 23 4 4

Concludiamo affermando che f (x):gx2 —%xe’ & una funzione densita di probabilita.

Il Valore medio della variabile casuale continua X avente densita di probabilita f(x) quando

la variabile x appartiene all’intervallo limitato e chiuso [O, 2] ci viene fornito dalla seguente

relazione: M (x):J':x. f(x)d x

27 4’5 5 5 5
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5. Datiipunti A(=2,3,1), B(3,0,—1), C(2,2,—3), determinare I’equazione della retta r passante per
A e per B e l'equazione del piano m perpendicolare ad r e passante per C.

Equazione vettoriale della retta r in forma sintetica dove, come punto iniziale, prendo il punto

A(-2,31): P—A=k(B—-A) con P(x,y,z) generico punto della retta:

X=X, +K(Xg —X,) x=—2+5k
Le equazioni parametriche della retta richiesta sono; y:yA+k(yB—yA) y=3-3k
x=2,+K(z5-2,) z=1-2k

P(~2+5k,3-3k,1-2K)

—Xa — Y= Ya — L-12,
Xg = Xp Y = Ya Zg —Z,

Possiamo utilizzare anche la seguente formula:

X+2 y+3 z-1 x+2 y+3 z-1
3+2 -3 -1-1 5 -3 2

X+2 y+3 X+2 y+3

oppure

In questo caso la retta r € I’intersezione di due piani: _31
Z— y
-2

X+2
5
Il piano 7 ha gli stessi parametri direttori della retta r che sono: (5,—3,—2). Poiché passa per il

punto C(2,2,-3) la sua equazione e:
5(x—%)=3(y—yc)—-2(z-2z.) 5(x-2)-3(y-2)-2(z+3) 5x-3y-2z-10=0

L’equazione del piano 7 pud essere scritta come prodotto scalare: (P—Pc)x N dove N & un

vettore perpendicolare al piano 7. Come vettore N possiamo prendere il vettore: N = (5, -3, —2)
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(P-P.)xN = 5(Xx—%:)-3(y-VYc)-2(z-2) 5(x—2)-3(y-2)-2(z+3)

5x—-3y—-2z-10=0

L’equazione generale del piano 7 e: ax+by+cz+d =0 | coefficienti a,b,c sono i numeri
direttori di una qualsiasi retta perpendicolare al piano 7. Nel caso nostro sono i parametri direttori

della retta r, cioé: (5,-3,-2)

. : : . o .osen(x) —x . -
6. Determinare il numero reale a in modo che il valore di lim ————— s1a un numero reale non nullo.

x—0 xa

aceR = x® esistese a>0

. Ssinx—=x ,. cosx-1 1.. —sinx -1 . sinx -1 . sinx 1 1
lim =lim———==1Iim = - lim = im =—_.1=—2=
x>0+ ¥ x>0+ g.x&?t ax»0+(a_1).xa*2 a(a_]_) x>0+ ¥272 3(3_]_) x>0+ X 6 6
acR = x® esistese a>0

. sinx-x ,. cosx-1 1. —sinx -1 . sinx -1 .. sinx 1 1
lim =lim——==1Iim = -lim = lim =——.1=—2=
X—0+ X2 x—0+ a.xa*l ax»0+(a_1).xa*2 a(a_]_) X—0+ )(a*2 3(3_]_) x—=0+ X 6 6
Infatti, il limite esiste se a—2=1 cioe se: a=2+1=3 Infatti, il limite esiste se a—2=1 cioe se:
a=2+1=3
Altra risoluzione

X 3+o x3)—x X
: x® 5 _sinx—=X_ . 6 .6 x* 1
S|nx:x——+o(x) = lim =lim =lim =~ lim—=-=
31 x—0+  x2 x—0+ x2 x—0+ x@ 6 x—0+ X2 6

se a=3
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7) Determinare le coordinate dei centri delle sfere di raggio r=6 tangenti al piano = di

equazione x+2y—z+1=0 nel suo punto P di coordinate (1;0;2).

I centri delle sfere richieste appartengono alla retta passente per il punto P(l,O, 2) e normale al

piano z di equazione x+2y-z+1=0.

Il vettore N:(a,b,c) e un vettore perpendicolare al piano 7 di equazione ax+by+cz+d=0. Nel

caso del nostro problema abbiamo: N =(1,2,-1)

La retta s passante per il punto P(1,0,2) e normale al piano 7 di equazione x+2y—-z+1=0 hale
x=1+k

seguenti equazioni parametriche. s:< y=0+2k C(l+ k,2k,2—k) e il generico punto della retta s.
z=2-k

PC=v6 = PC?=6 = (l+k-1)"+4k*+(2-k-2)"=6 k*+4k*+k*=6

6k’=6 k=+1

Le coordinate dei centri delle sfere richieste sono: C,(2,2,1) C,(0,-2,3)

8. Un dado ha la forma di un dodecaedro regolare con le facce numerate da 1 a'12. Il dado & truccato in
modo che la faccia contrassegnata dal numero 3 si presenti con una probabilita p doppia rispetto a
ciascun’altra faccia. Determinare il valore di p in percentuale e calcolare la probabilita che in 5 lanci
del dado la faccia numero 3 esca almeno 2 volte.

E, = esce un numero diversoda 3 E, =esceilnumero 3 P(E))=p P(E,)=2p

P(E)+P(E,)=1 = 11lp+2p=1 P(El):% probabilita che esca un numero diverso da 3

P(Ez):ZP(El)=£:15,38% probabilita che esca il numero 3
13
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Calcoliamo la probabilita che in 5 lanci il numero 3 esca almeno 2 volte. Si tratta di una

distribuzione binomiale con n=5, p:P(Ez):%, q=1-P(E,)=1-—==

p = P(ilnumero3escealmeno 2 volte)=1— P (ilnumero3esce zero volte) — P (il numero3esce una volta )
5 5 5 4 4 4

p=1- p°g° + p'gq* [=1- (Ej +5£(Ej =1_(Ej I:E_FE}::L_Z]_.%
0 1 13 13 \13 13) |13 13 13

=0,172=17,2%=Pilnumero3escealmeno 2 volte)

P (ilnumero3escealmeno 2 volte)

9) Dimostrare che I’equazione arctg x+x*+e*=0 ha una ed una sola soluzione reale.

La funzione f(x):arctg x+x®+e* & continua VxeR e valgono i seguenti limiti:

Hmf(x}:—z—w+0:—w Hmf(X}:%%+w+O=+w

X—>—00 2 X—>+00

La funzione f (x):arctg x+x%+e*, avendo segni opposti agli estremi del suo dominio, ammette

almeno uno zero.

+3x*+e* VxeR lafunzione f(x)=arctgx+x’+e* & strettamente crescente in

f'(x)=

tutto il suo dominio e si annulla una sola volta in quanto ha segni opposti agli estremi del suo

1+ X2

dominio. Pertanto I’equazione proposta ammette una sola soluzione reale.
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10) Data la funzione f(x)=|4—x*| verificare che essa non soddisfa tutte le ipotesi del teorema di

Rolle nell’intervallo [—3; 3] in cui la derivata prima non si annulla. Questo esempio contraddice il

teorema di Rolle? Motivare la risposta in maniera esauriente.

Teorema di Rolle
Se la funzione f(x) é:

1) continua in un intervallo limitato e chiuso [a;b]
2) derivabile in un intervallo limitato e aperto ]a:b|

3) assume valori uguali agli estremi dell'intervallo , allora esiste almeno un punto

x,€la;b[  per il quale risulta: f'(x,) =0
-3 -2 2 3
> X
— oo~ 4-x?

f(x)=

4-x* se —2<x<?2
x2—4 se —3<x<-2 v 2<x<3

L’intervallo [-3,+3] & limitato e chiuso
In tale intervallo la funzione f (x):|4—x2| e continua in quanto risulta:

f(-2-)=lim f(x)=lim (x¥*~4)=0  f(-2+)= lim f(x)=lim (4-x*)=0

X——2— X——2— X—>—2+ X——2+

Analogamente si puo verificare che la funzione é continua anche nel punto x=2. Questo ci

consente di affermare che la funzione f (x):|4—x2| ¢ continua nell’intervallo [-3,+3].

—2X Se —2<X<2
2X se —3<x<-2 v 2<X<3

f’(x):{

f'(-2-)=—4# f'(-2+)=4 la funzione proposta nel punto x=-2 non e derivabile ed ivi
presenta un punto angoloso
f'(2-)=-4= f'(2+)=4 la funzione proposta nel punto x =2 non & derivabile ed ivi presenta

un punto angoloso
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La funzione f (x):|4—x2| non soddisfa tutte le ipotesi del teorema di Rolle nell’intervallo [-3;3].

Sebbene non tutte le ipotesi del teorema di Rolle non sono verificate esiste un punto interno
all’intervallo [-3,+3] dove la derivata prima si annulla: f'(0)=0. Tuttavia questo esempio non
contraddice il teorema di Rolle in quanto le sue ipotesi sono condizioni sufficienti ma non
necessarie. Il teorema assicura I’esistenza di almeno un punto interno all’intervallo dove la derivata
si annulla quando le ipotesi siano tutte verificate. Il teorema non esclude che possano esistere punti

in cui la derivata si annulla nel caso che le ipotesi non sono verificate.

Se consideriamo l'intervallo [—1;1], le prime due ipotesi del teorema so-
no verificate. Vale anche la terza ipotesi richiesta del teorema. Infatti:
f(=1) = f(1) = 4 — (£1) = 3. Pertanto il punto z = 0 trovato in pre-
cedenza ¢ il punto di cui assicura l'esistenza il teorema di Rolle applicato

all'intervallo [—1; 1].
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